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Sommario

Questo paper introduce i numeri nello spazio n dimensionale. Vale a
dire, se nella prima dimensione abbiamo i numeri reali e nella seconda i
numeri complessi, nelle successive dimensioni avremo i numeri completi
qui definiti.
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1 Introduzione

Definition 1.1. Viene definito numero reale r(a) la posizione della retta R
che si raggiunge a partire da quella unitaria attraverso operazioni di traslazione
di posizioni.

Possiamo osservare in proposito la figura 1 nella pagina seguente.
La retta R che compare nella figura viene definita retta dei numeri reali.

Theorem 1.2. [ numer: reali possono essere espressi nel sequente modo:
r(a) =a

Dimostrazione. La dimostrazione ¢ immediata e deriva dalla corrispondenza
biunivoca tra 'operazione di traslazione di valore (a) e le posizioni (a) della
retta R dei reali. O

Per maggiori informazioni sui numeri reali si consulti [1, chapter 1].

Definition 1.3. Viene definito numero complesso c(t,0) la posizione del
piano RI che si raggiunge a partire da quella unitaria attraverso operazioni di
traslazione di posizioni e di rotazione piana di rette.

Possiamo osservare in proposito la figura 2 nella pagina successiva.

Da notare che il valore ¢(t, #) viene raggiunto dalla posizione unitaria della
retta R prima traslandola di modulo t, e poi ruotando la retta R dell’angolo
nel piano RI.

La retta I che compare nella figura viene definita retta dei numeri immagi-
nari, e assieme alla retta R dei numeri reali individua il piano RI dei numeri
complessi.
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Figura 2: Rappresentazione cartesiana dei numeri complessi
modo:

Theorem 1.4. [ numeri complessi possono essere espressi nel sequente

c(t,0) =1t -[cos (0)+i-sin(6)]
Dimostrazione. Facendo riferimento alle relazioni trigonometriche evidenziate

nella figura 3 a fronte si ottiene proprio il risultato aspettato.

0
c(t,8) dall’origine ¢ definito modulo.

Definition 1.5. Il simbolo t che indica la distanza di un numero complesso

Theorem 1.6. Il modulo t possiede la sequente proprieta:
t=+va?+0b?

Dimostrazione. Applicando il teorema di Pitagora al triangolo individuabile
nella figura 3 nella pagina successiva possiamo ottenere la relazione:

t?=a*+ b
da cui deriva quella precedente.

]

Definition 1.7. Il simbolo 0 che esprime la rotazione che deve subire la
retta R per allinearsi alla retta che congiunge c(t,0) all’origine & definita fase
prana.
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Figura 3: Rappresentazione trigonometrica dei numeri complessi

Theorem 1.8. La fase piana 0 possiede la sequente proprieta:

b
f = arctan (—)
a
Dimostrazione. Facendo riferimento sempre allo stesso triangolo della figura 3
possiamo ottenere la relazione:

b
o= tan (0)

da cui deriva quella precedente. O

Theorem 1.9. I numerit complessi possono essere espressi nel sequente
modo:

c(t,0) =1t -[cos (0 +k-360)+i-sin(0+k-360)] perk=0,+1,+2+3...

Dimostrazione. La dimostrazione ¢ immediata e deriva dalla periodicita delle
funzioni sin() e cos(). O

Theorem 1.10. [ numeri complessi possono essere espressi nel sequente
modo:
c(t,0) =cla,b) =a+1i-b

Dimostrazione. La dimostrazione ¢ immediata e deriva dalla corrispondenza
biunivoca tra le operazioni di traslazione e rotazione di valori (t,0) e le posizioni
(a,b) del piano RI dei complessi. O

Per maggiori informazioni sui numeri complessi si consulti [1, chapter 3|.

Il passaggio dalla prima dimensione dei numeri reali alla seconda dimen-
sione dei numeri complessi ha richiesto un’operazione di rotazione. Esten-
dendo ulteriormente questo procedimento sara possibile introdurre i numeri n
dimensionali e definire le loro operazioni.
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Figura 4: Rappresentazione cartesiana dei numeri completi

2 Numeri nello spazio a tre dimensioni

2.1 Introduzione ai numeri completi

Definition 2.1. Viene definito numero completo o(t,0,) la posizione dello
spazio RIU che si raggiunge a partire da quella unitaria attraverso operazioni
di traslazione di posizioni, di rotazione piana di rette e rotazione spaziale di
prant.

Possiamo osservare in proposito la figura 4.

Da notare che la posizione o(t, 0, v) viene raggiunta dalla posizione unitaria
della retta R prima traslandola di modulo t, poi ruotando la retta R dell’angolo
~ nel piano RU, e infine ruotando il piano RU dell’angolo 6 nello spazio RIU.

La retta U che compare nella figura viene definita retta dei numeri uscenti,
e assieme alla retta R dei numeri reali e alla retta I dei numeri immaginari
individua lo spazio RIU dei numeri completi.

Theorem 2.2. [ numeri completi possono essere espressi nel sequente mo-

do:

o(t,0,7) =t - {[cos (7) - cos (8)] +i - [cos (7) - sin (0)] + u - [sin (7)]}

Dimostrazione. Facendo riferimento alle relazioni trigonometriche evidenziate
nella figura 5 a fronte si ottengono proprio le relazioni cercate.
m
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Figura 5: Rappresentazione trigonometrica dei numeri completi

Definition 2.3. Il simbolo t che indica la distanza di un numero completo
o(t,0,7) dall’origine & definito modulo.

Theorem 2.4. Il modulo t possiede la sequente proprieta:
t=vVa?+ b+

Dimostrazione. Applicando il teorema di Pitagora ai due triangoli di figura 5
possiamo ottenere le seguenti relazioni:

=13, +
2y = a® + 1P
dalle quali deriva quella precedente. O

Definition 2.5. Il simbolo v che esprime la rotazione che deve subire la
retta R per allinearsi alla proiezione che ha nel piano RU la retta che congiunge
o(t,0,v) all’origine & definita fase piana.
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Theorem 2.6. La fase piana v possiede la sequente proprieta:

c
= arctan | ———
7 ( va? + b2 )

Dimostrazione. Facendo riferimento al primo triangolo della figura 5 nella
pagina precedente possiamo scrivere:

c
v = arctan <—>
LRI

mentre facendo riferimento al secondo triangolo scriveremo:
2 2 32
tpy=0a"+0b
dalle cui espressioni deriva direttamente la relazione cercata. O

Definition 2.7. Il simbolo 0 che esprime la rotazione che deve subire la
retta R per allinearsi alla proiezione che ha nel piano RI la retta che congiunge
o(t,0,7) all’origine é definita fase spaziale.

Theorem 2.8. La fase spaziale 6 possiede la sequente proprieta:

f = arctan <§>

a

Dimostrazione. Facendo riferimento al secondo triangolo della figura 5 nella
pagina precedente possiamo ottenere la relazione:

L tan (6)

a

da cui deriva quella precedente. O]

Theorem 2.9. [ numeri completi possono essere espressi nel sequente mo-

do:

o(t,0,v) =t-{[cos (v +j-360)-cos (0 + k-360)]+
+ 4 - [cos (v + 7 -360) - sin (6 + k- 360)] + u - [sin (v + 7 - 360)]}

j=0,+1,42 43...
e
PU k=0, 41,42, 43 .

Dimostrazione. La dimostrazione ¢ immediata e deriva dalla periodicita delle
funzioni sin() e cos(). O
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Figura 6: Fasi che identificano le posizioni del semispazio RTIU secondo la
rappresentazione standard

Definition 2.10. [ numeri completi non appartenenti alla retta U vengono
definiti in rappresentazione standard se dotati delle fasi 6 e v che soddisfano
le convenzioni introdotte qui di sequito.

Per le posizioni P(a,b,c) del semispazio R™IU non appartenenti ai piani
RI, RU, IU le fasi della rappresentazione standard saranno quelle indicate
nella figura 6.

Le fasi mostrate in figura possono essere determinate servendosi delle for-
mule:

c
= arctan | ———
! ( Va1 7| )

b
f = arctan (—)
a

Per le posizioni P(a,b,c) del semispazio R~IU non appartenenti ai piani
RI, RU, IU le fasi della rappresentazione standard saranno quelle indicate
nella figura 7 nella pagina successiva.

Le fasi mostrate in figura possono essere determinate servendosi delle for-
mule:

&
= arctan | ————
! ( Va1 7 )

f = arctan (é)
a

Da notare che la fase piana v non é calcolata con la formula:

c
= arctan | ———
! (—y\ruw)
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Figura 7: Fasi che identificano le posizioni del semispazio R™IU secondo la

rappresentazione standard

AU

P(a,b,0) I

Figura 8: Fasi che identificano le posizioni del piano RI secondo la

rappresentazione standard

perché ad essa corrisponderebbe il valore v*.

Per le posizioni P(a,b,c) del piano RI non appartenenti alle rette R e I le
fasi della rappresentazione standard saranno quelle indicate nella figura 8.

Le fasi mostrate in figura possono essere determinate servendosi delle for-

mule:

c
= arctan | ——
7 <\/ a? + bQ>
b
f = arctan (—)
a

Per le posizioni P(a,b,c) del semipiano R*U non appartenenti alle rette R e
U le fasi della rappresentazione standard saranno quelle indicate nella figura 9

nella pagina successiva.
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I

Figura 9: Fasi che identificano le posizioni del semipiano R*U secondo la
rappresentazione standard

Figura 10: Fasi che identificano le posizioni del semipiano R~U secondo la
rappresentazione standard

Le fasi mostrate in figura possono essere determinate servendosi delle for-

mule:
c
7 = arctan (—)
lal

6 =0°

Per le posizioni P(a,b,c) del semipiano R~U non appartenenti alle rette
R e U le fasi della rappresentazione standard saranno quelle indicate nella
figura 10.

Le fasi mostrate in figura possono essere determinate servendosi delle for-

mule:
c
v = arctan | —
<W>

6 = 180°
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0=90°

Figura 11: Fasi che identificano le posizioni del semipiano I"U secondo la
rappresentazione standard

P(0,b<0,c)@ """ U

R
Figura 12: Fasi che identificano le posizioni del semipiano [~U secondo la

rappresentazione standard

Da notare che la fase piana v non é calcolata con la formula:

c
v = arctan | ——
<—|a|>

perché ad essa corrisponderebbe il valore ~*.
Per le posizioni P(a,b,c) del semipiano I™U non appartenenti alle rette I e U
le fasi della rappresentazione standard saranno quelle indicate nella figura 11.
Le fasi mostrate in figura possono essere determinate servendosi delle for-

mule:
an ()
v = arctan | —
10|

6 = 90°

Per le posizioni P(a,b,c) del semipiano I~ U non appartenenti alle rette I e U
le fasi della rappresentazione standard saranno quelle indicate nella figura 12.
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Figura 13: Fasi che identificano le posizioni della semiretta R™ secondo la
rappresentazione standard

Le fasi mostrate in figura possono essere determinate servendosi delle for-

mule:
; c
~v = arctan | —
10|

0 = 270°

Da notare che la fase piana v non ¢é calcolata con la formula:

c
v = arctan | ——
<—|b|>

perché ad essa corrisponderebbe il valore ~*.

Per le posizioni P(a,b,c) della semiretta R™ le fasi della rappresentazione
standard saranno quelle indicate nella figura 13.

Le fasi mostrate in figura possono essere determinate servendosi delle for-
mule:

o

v=0
0=0°

Per le posizioni P(a,b,c) della semiretta R~ le fasi della rappresentazione
standard saranno quelle indicate nella figura 14 nella pagina seguente.

Le fasi mostrate in figura possono essere determinate servendosi delle for-
mule:

=0
0 = 180°

Per le posizioni P(a,b,c) della semiretta I le fasi della rappresentazione
standard saranno quelle indicate nella figura 15 nella pagina successiva.
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Figura 14: Fasi che identificano le posizioni della semiretta R~ secondo la
rappresentazione standard

Figura 15: Fasi che identificano le posizioni della semiretta I secondo la
rappresentazione standard

Le fasi mostrate in figura possono essere determinate servendosi delle for-
mule:

=10
0 = 90°

Per le posizioni P(a,b,c) della semiretta I~ le fasi della rappresentazione
standard saranno quelle indicate nella figura 16 a fronte.

Le fasi mostrate in figura possono essere determinate servendosi delle for-
mule:

v =0
6 = 270°

Theorem 2.11. La rappresentazione standard di un numero completo di
coordinate (a,b,c) non giacente sulla retta U richiede di assegnare alla radice
algebrica v/ a? + b? la sequente soluzione positiva:

VETE = VTR

Dimostrazione. Nel caso delle rappresentazioni standard precedentemente esa-
minate (che coprono tutte le regioni dello spazio RIU ad esclusione della retta
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Figura 16: Fasi che identificano le posizioni della semiretta I~ secondo la
rappresentazione standard

U) la fase v assume i valori previsti dalla formula:

c
= arctan | ——
7 ( Va2 + b2>

quando si assegna alla radice algebrica v/a? + b? le sue sole soluzioni positive.
E questo dimostra immediatamente la tesi. O

Definition 2.12. [ numer: completi non appartenenti alla retta U vengo-
no definiti in rappresentazione complementare se dotati di fasi ottenute dai
valori 6 e v della rappresentazione standard attraverso quelle sostituzioni che
permettono di individuare le stesse posizioni.

Theorem 2.13. Chiamate 6 e ~y le fasi che permettono ad un numero com-
pleto non appartenente alla retta U e in rappresentazione standard di identi-
ficare una qualsiasi posizione dello spazio RIU, un insieme alternativo di fasi
in grado di individuare la stessa posizione é quello avente valori (6 4+ 180°) e
(180° — 7).

Dimostrazione. Poiché valgono le seguenti relazioni:

cos (180° — ) - cos (8 + 180°) = cos (7y) - cos (0)
cos (180° — ) - sin (6 4 180°) = cos (7) - sin ()
sin (180° — ) = sin (v)

possiamo scrivere:
o(t,0,v) = o(t, 0+180°,180°—~)
dimostrando la tesi. O

Theorem 2.14. [ numeri completi non appartenenti alla retta U sono in
rappresentazione complementare se dotati di fasi ottenute sostituendo i valori
0 e v della rappresentazione standard con i valori (6 4+ 180°) e (180° — ).
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Figura 17: Fasi che identificano le posizioni del semispazio RTIU secondo la
rappresentazione complementare

Dimostrazione. La definizione dei numeri completi in rappresentazione com-
plementare e il teorema 2.13 provano immediatamente la tesi. O

Facendo riferimento a quanto visto per le rappresentazioni standard, le
convenzioni adottate per le fasi delle rappresentazioni complementari saranno
quelle indicate qui di seguito.

Per le posizioni P(a,b,c) del semispazio RTIU non appartenenti ai piani RI,
RU, IU le fasi della rappresentazione complementare saranno quelle indicate
nella figura 17.

Le fasi mostrate in figura possono essere determinate servendosi delle for-
mule:

C
= arctan | ———
! (—WM)

—b
6 = arctan <—>
—a

Da notare che la fase piana v e la fase spaziale # non sono calcolate con le
formule:

c
= arctan | ———
! < Va1 7| )

b
f = arctan (—)
a

perché a queste corrisponderebbero i valori v* e 6*.

Per le posizioni P(a,b,c) del semispazio R~ 1U non appartenenti ai piani RI,
RU, IU le fasi della rappresentazione complementare saranno quelle indicate
nella figura 18 a fronte.
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Figura 18: Fasi che identificano le posizioni del semispazio R™IU secondo la
rappresentazione complementare

Figura 19: Fasi che identificano le posizioni del piano RI secondo la
rappresentazione complementare

Le fasi mostrate in figura possono essere determinate servendosi delle for-
mule:

c
= arctan | ———
! <—|\/a2+b2|>

—b
6 = arctan <—>
—a

Da notare che la fase spaziale 6 non é calcolata con la formula:

6 = arctan <9>
a

perché ad essa corrisponderebbe il valore 6*.

Per le posizioni P(a,b,c) del piano RI non appartenenti alle rette R e I le fasi
della rappresentazione complementare saranno quelle indicate nella figura 19.



16 Nicola D’Alfonso

I

Figura 20: Fasi che identificano le posizioni del semipiano R*TU secondo la
rappresentazione complementare

Le fasi mostrate in figura possono essere determinate servendosi delle for-
mule:

v = 180°

f = arctan (_—b)
—a

Da notare che la fase spaziale # non é calcolata con la formula:

6 = arctan (9)
a

perché ad essa corrisponderebbe il valore 6*.

Per le posizioni P(a,b,c) del semipiano R*U non appartenenti alle rette R
e U le fasi della rappresentazione complementare saranno quelle indicate nella
figura 20.

Le fasi mostrate in figura possono essere determinate servendosi delle for-

mule:
c
v = arctan (—)
—|al

6 = 180°

Da notare che la fase piana v non ¢ calcolata con la formula:

c
7 = arctan <—)
lal

perché ad essa corrisponderebbe il valore ~*.

Per le posizioni P(a,b,c) del semipiano R~U non appartenenti alle rette R
e U le fasi della rappresentazione complementare saranno quelle indicate nella
figura 21 nella pagina successiva.
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U P(a<0,0,¢)

Figura 21: Fasi che identificano le posizioni del semipiano R~U secondo la
rappresentazione complementare

BP(0,b>0,c)

[b]

Figura 22: Fasi che identificano le posizioni del semipiano IU secondo la
rappresentazione complementare

Le fasi mostrate in figura possono essere determinate servendosi delle for-

mule:
c
v = arctan | ——
<—|a|>

0 =0°

Da notare che la fase piana v non ¢ calcolata con la formula:

7y = arctan <
lal

perché ad essa corrisponderebbe il valore ~*.

Per le posizioni P(a,b,c) del semipiano U non appartenenti alle rette I
e U le fasi della rappresentazione complementare saranno quelle indicate nella
figura 22.



18 Nicola D’Alfonso

Figura 23: Fasi che identificano le posizioni del semipiano I~U secondo la
rappresentazione complementare

Le fasi mostrate in figura possono essere determinate servendosi delle for-

mule:
v = arctan (L)
— 0]

0 =270°

Da notare che la fase piana v non ¢é calcolata con la formula:

arcta ¢
v = arctan | —
14

perché ad essa corrisponderebbe il valore ~*.

Per le posizioni P(a,b,c) del semipiano /~U non appartenenti alle rette I
e U le fasi della rappresentazione complementare saranno quelle indicate nella
figura 23.

Le fasi mostrate in figura possono essere determinate servendosi delle for-

mule:
" c
v = arctan | ——
—|b]

6 =90°

Da notare che la fase piana v non ¢ calcolata con la formula:

v = arctan ‘
0]

perché ad essa corrisponderebbe il valore ~*.
Per le posizioni P(a,b,c) della semiretta R le fasi della rappresentazione
complementare saranno quelle indicate nella figura 24 a fronte.
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y=180°
0=180°
P(a>0,0,0
R I

Figura 24: Fasi che identificano le posizioni della semiretta RT secondo la
rappresentazione complementare

AU
=180~ 0=0°

R I

Figura 25: Fasi che identificano le posizioni della semiretta R~ secondo la
rappresentazione complementare

Le fasi mostrate in figura possono essere determinate servendosi delle for-
mule:

v = 180°
0 = 180°

Per le posizioni P(a,b,c) della semiretta R~ le fasi della rappresentazione
complementare saranno quelle indicate nella figura 25.

Le fasi mostrate in figura possono essere determinate servendosi delle for-
mule:

v = 180°
0=0°

Per le posizioni P(a,b,c) della semiretta I le fasi della rappresentazione
complementare saranno quelle indicate nella figura 26 nella pagina seguente.

Le fasi mostrate in figura possono essere determinate servendosi delle for-
mule:

~v = 180°
0 = 270°
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AU
y=180°

0=270°
P(0,6>0,0)

R I

Figura 26: Fasi che identificano le posizioni della semiretta IT secondo la
rappresentazione complementare

N
vy=180°
0=9
P(0, b<0,0

R I

Figura 27: Fasi che identificano le posizioni della semiretta I~ secondo la
rappresentazione complementare

Per le posizioni P(a,b,c) della semiretta I~ le fasi della rappresentazione
complementare saranno quelle indicate nella figura 27.

Le fasi mostrate in figura possono essere determinate servendosi delle for-
mule:

v = 180°
6 = 90°
Theorem 2.15. La rappresentazione complementare di un numero completo

di coordinate (a,b,c) non giacente sulla retta U richiede di assegnare alla radice
algebrica v/ a? + b? la sequente soluzione negativa:

VETE = V& T8

Dimostrazione. Nel caso delle rappresentazioni complementari precedentemen-
te esaminate (che coprono tutte le regioni dello spazio RIU ad esclusione della
retta U) la fase v assume i valori previsti dalla formula:

c
= arctan | ——
7 ( va? + b2 )

quando si assegna alla radice algebrica v/a? + b? le sue sole soluzioni negative.
E questo dimostra immediatamente la tesi. O
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Theorem 2.16. Ciascuna posizione della retta U corrisponde ad un numero
completo per ogni valore assegnabile alla fase spaziale 6.

Dimostrazione. Assegnando all’espressione dei numeri completi i valori
v = £90° che caratterizzano i numeri uscenti della retta U:

o(t,0,£90°) =t - {[cos (£90°) - cos (8)] + i - [cos (£90°) - sin (A)] + w - [sin (£90°)] }

si ottiene uno stesso risultato indipendentemente dal valore della fase spaziale
0:
o(t,0,£90°) =t -u - [sin (£90°)] = £t - u

dimostrando la tesi. O

Definition 2.17. [ numeri completi appartenenti alla retta U vengono de-
finiti in rappresentazione standard se dotati di una fase spaziale 6 pari a
Z€T0.

Definition 2.18. [ numeri completi appartenenti alla retta U vengono defi-
niti in rappresentazione complementare se dotati di una fase spaziale 6 diversa
da zero.

Dal momento che i valori non nulli della fase spaziale sono illimitati, saranno
illimitate anche le rappresentazioni complementari legate ai numeri completi
appartenenti alla retta U.

Theorem 2.19. [ numeri completi non possono essere espressi nel sequente
modo:
o(a,b,c) =a+i-b+u-c

ovvero:.

0(t,9,7)#o(a,b,c):a+i-b+u-c

Dimostrazione. La dimostrazione deriva dal fatto che non c¢’¢ alcuna corrispon-
denza biunivoca tra le operazioni di traslazione e rotazione di valori (¢,6,v) e
le posizioni (a,b,c) dello spazio RIU, come sancito dall’esistenza delle rappre-
sentazioni complementari (teorema 2.14). O

Data l'impossibilita di associare i numeri completi alle singole posizioni
dello spazio, potremo comunque esprimerli in funzione delle loro coordinate
(a,b,c) a patto di esplicitare anche le fasi coinvolte.

Detto in altre parole dovremo servirci della seguente notazione:

0(a,b,¢)(0) = a@) +1-be) +u-ce)

dove i valori di t, €, v se non gia indicati, dovranno essere riferiti a quelli che
caratterizzano la rappresentazione standard.
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E comunque possibile introdurre una notazione piu sintetica indicando qua-
le rappresentazione sia associata alle coordinate (a,b,c) o, nel caso dei nume-
ri uscenti, il valore della fase spaziale 6. In pratica per la rappresentazione
standard avremo:

0((1, b, C)(S) = (CL +i-b+u- C)(S)

per la rappresentazione complementare:
o(a,b,c)icy=(a+i-b+u-c)c
e infine per i numeri uscenti:
o(a,b,c)@y = u-cy)
Mentre qualsiasi altra notazione del seguente tipo:
o(a,b,c) =a+i-b+u-c

priva cioé¢ delle informazioni sufficienti a risalire ai valori delle fasi 6 e v sara
in grado di rappresentare solamente le posizioni dello spazio RIU, ma non i
numeri completi.

2.2 Addizione

Definition 2.20. Nello spazio RIU viene definita addizione tra le due po-
sizioni o1(ay, by, c1) € 0g(ag, by, c2) la posizione 0149(a142, biya, C142) rappresen-
tata anche con il simbolo 01(ay,by,c1) + 02(az, be, ca) che soddisfa la sequente
condizione:

0142(@142, bita, C142) = 0139(a1 + ag, b1 + ba, c1 + ¢2)

Questa condizione equivale a prendere la posizione dello spazio RIU dotata
delle seguenti coordinate:

Q142 = a1 + a2
biyo = by + by

Clyg = C1 + C2

Possiamo osservare in proposito la figura 28 a fronte.

Va sottolineato come 1’addizione non sia definita in termini di traslazioni e
rotazioni e questo significa che deve essere considerata un’operazione che agisce
sulle posizioni, e non sui numeri completi. Se ad una e due dimensioni ci6 non
accade & dovuto al fatto che in tali ambiti ¢’é¢ una corrispondenza biunivoca
tra posizioni e numeri reali e complessi.
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) C1+C2)

Figura 28: Rappresentazione dell’addizione tra due numeri completi

Poiché I'addizione agisce sulle posizioni la notazione da utilizzare per i vari
termini coinvolti sara la seguente:

o(a,b,c)=a+i-b+u-c

Per integrare 1'operazione di addizione agente sulle posizioni con le altre
operazioni agenti sui numeri completi sara sufficiente fare riferimento al numero
completo che si ottiene assegnando alla somma le fasi della rappresentazione
standard.

Theorem 2.21. Risulta neutra rispetto all’addizione la posizione 0, ovvero
per:
02(&2, bg, CQ) = O

st ha:
o1(ay, by, c1) + 0a(az, be, c2) = o01(ay, by, c1)

Dimostrazione. Essendo aq,b1,cq,a9,b2,c9 dei numeri reali possiamo scrivere:

Q42 =01 +ay=a; +0=a;
b1+2:b1+b2:b1+0:b1

cl+2:01+a2:01+0:01

dimostrando la tesi. O
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Theorem 2.22. Risulta opposta rispetto all’addizione la posizione opposta
rispetto all’origine, ovvero per:

02((12, b2a 02) = 02(—0,1, _b17 _Cl)

st ha:
01(a17 blu Cl) + OQ(CLZ; b27 CQ) =0

Dimostrazione. Essendo ay,by,cq,a9,b9,¢o0 dei numeri reali possiamo scrivere:
140 =01+ ay=a; —a; =0
biyo =b1+by =0 -0 =0
Clig=cC1+ay=c1—c; =0
dimostrando la tesi. O
Theorem 2.23. Vale la proprieta commutativa, ovvero:
o1(a, by, c1) + 02(ag, by, c3) = 09(az, be, ca) + 01(ay, by, 1)
Dimostrazione. Essendo aq,b1,cq,a9,b2,c9 dei numeri reali possiamo scrivere:
G142 = Q1 + Q2
biye = b1 + by
Cl42 = C1 + C2
(241 = Q2 + a1 = a1 + a2
bor1 =by+ by =01 + by
Cop1 = Co+ 1 =0+
dimostrando la tesi. O
Theorem 2.24. Valgono le proprieta associative e dissociative, ovvero per:
02(az, by, c2) = 03(as, b3, c3) + 04(ay, by, c4)
st ha:
o1(ay, by, c1) 4 0z(ag, by, co) = [01(ay, by, 1) + o03(as, bz, c3)] + 04(ay, by, c4)
[01(ay, by, c1) + 03(as, bs, c3)] + 04(ay, by, cs) = 01(ay, by, c1) + 0a(ag, ba, c2)
Dimostrazione. Essendo aq,bq,c1,a9,b9,¢0,a3,b3,¢3,a4,b4,c4 dei numeri reali pos-
siamo scrivere:
Q142 = a1 + a2 = a1 + (a3 + a4) = (a1 + a3) + as = A143)44
bito = by + by = by + (bs + bs) = (by + b3) + by = b143)44
Cipa=c1+ca=c1+ (cz+ca) = (1 +¢3) + a4 = Ca43)44
a(+3)+4 = (a1 + ag) + ag = ay + (a3 + as) = a1 + az = a4
ba+3)+a = (b1 + b3) +bs = by + (bg + by) = by + by = by o
Ca43)ta = (c1+c3) +ep=ci+ (3 +ca) =c1+az =cipo

dimostrando la tesi. O
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2.3 Sottrazione

Definition 2.25. Nello spazio RIU viene definita sottrazione tra le due
posizioni o1(ay, by, c1) e 0g(ag, by, ca) la posizione 01_s(ay_9,b1_9,c1_2) Tappre-
sentata anche con il simbolo o1(ay, by, c1)—o02(as, be, c2) che soddisfa la sequente
condizione:

01—2(6%1(172)7 ag(1-2)y - - - 7an(172)) + 0(a12, a2, . .. aa'nQ) = 0(0117 asiy - .. 7an1)

Questa condizione definisce la sottrazione come operazione inversa rispetto
alla addizione, ed equivale a richiedere:

aij—2 = a1 — Q2
bi_o = b1 — by

Cl—2 =C — C2

Va sottolineato come la sottrazione non sia definita in termini di traslazioni
e rotazioni e questo significa che deve essere considerata un’operazione che
agisce sulle posizioni, e non sui numeri completi. Se ad una e due dimensioni
cio non accade ¢ dovuto al fatto che in tali ambiti ¢’¢ una corrispondenza
biunivoca tra posizioni e numeri reali e complessi.

Poiché ad essere coinvolte sono le posizioni la notazione da utilizzare per i
vari termini coinvolti sara la seguente:

o(a,b,c)=a+i-b+u-c

Per integrare I'operazione di sottrazione agente sulle posizioni con le altre
operazioni agenti sui numeri completi sara sufficiente fare riferimento al numero
completo che si ottiene assegnando alla differenza le fasi della rappresentazione
standard.

Theorem 2.26. Risulta neutra rispetto alla sottrazione la posizione 0, ov-
vero per:
02((12, b27 C2> =0

st ha:
o1(a1,b1,¢1) — 02(az, by, c2) = 01(ay, b1, 1)

Dimostrazione. Essendo aq,b1,cq,a9,b2,c9 dei numeri reali possiamo scrivere:

al_gzal—agzal—():al
bl_QZbl—bQZbl—OZbl

cl,gzcl—agzcl—O:cl

dimostrando la tesi. O
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Theorem 2.27. Risulta identica rispetto alla sottrazione la stessa posizione,
ovvero per:

OQ(CLQ, b27 CQ) - OQ((ZI, b17 Cl)
st ha:

01(@1, b1> Cl) - 02(@2, b27 CZ) =0
Dimostrazione. Essendo aq,b1,cq,as9,b2,co dei numeri reali possiamo scrivere:
al_gzal—agzal—alzo

bl_QZbl—bQZbl—blzo

61,2:(31—612201—01:0
dimostrando la tesi. O

Theorem 2.28. Vale la proprieta invariantiva, ovvero:

o1(ay, by, c1) — 02(az, be, ca) =[o1(a1, b1, 1) + o3(as, bs, c3)]+
02(ag, by, c2) + 03(as, bs, c3)]
ar, by, c1) — os(as, bs, c3)|+

02(6127 ba, 02) - 03(613, bs, 03)]

01(6L1, by, 01) - 02(02, bs, 02) 2[01

—_— N /N

Dimostrazione. Essendo aq,b1,c1,a9,b9,09,a3,b3,c3 dei numeri reali possiamo
scrivere:

aij—2 = a1 — QA2
bi_o = b1 — by

Cl—2 = C — C2

—~

a(+43)—(243) = (a1 +az) — (a2 + ag) = a1 +az —as —ag = a1 — as
by + bs) — (ba + b3) = by + b3 — by — b3 = by — by

Cl+63)—(02+03>:Cl+03—62—03261—02

b1+3)—(2+3) =

C(14-3)—(2+3) —

—~ N

a(1-3)—(2-3) = (a1 — az) — (ag —ag) = a1 —az —az+ag = a; — as

b(1—3)—(2—3) = (by — bg) — (by — bg) = by — by — by + by = by — by

C(1-3)—(2—-3) = (1 —c3)—(ca—c3) =c1—c3—ca+c3=c1 — 2
dimostrando la tesi. O

Theorem 2.29. Vale la proprieta di equivalenza addizione sottrazione, ov-
vero:

01(a17b17cl) + 02(a2762702) - Ol(@l,bl,Cl) - [_02<a27 b2762)]

01(&171)1761) - 02(a27b2762> = Ol(alabbcl) + [-02(&2, b2702)]
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Dimostrazione. Essendo aq,b1,cq,a9,b2,co dei numeri reali possiamo scrivere:

142 = Q1 + G2
biyo = b1 + by

Cly2 = C1 + Cy

A1—(—2) = a1 — (—az) = a1 + as
bl_(_g) - bl - (-bg) = b1 + bg

Cl—(-2) = C — (—62) =cC tC

aij—2 = a1 — Q2
bi_o = b1 — by

Cl—2 = C1 — C2

CL1+(_2) =a; + (—CLQ) = a1 — Ay
b1+(_2) - bl + (—bg) == b1 - b2

Cly(-2) =C1 + (—c2)=c1— ¢

dimostrando la tesi. O

2.4 Moltiplicazione

Definition 2.30. Nello spazio RIU viene definita moltiplicazione tra due
numeri completi o1(t1,61,71) e 0a(ta, 0a,72) il numero 01.5(t1.2,61.2,v1.2) Tappre-
sentato anche con il simbolo o1(t1,01,71) - 02(ta, 02,72) che soddisfa la sequente
condizione:

012(t1.2,01.2,71.2) = 01.2(t1 - t2, 01 + 02,71 + Y2)

Questa condizione definisce 'operazione della moltiplicazione, ed equivale
a richiedere:

t1og =11 -t
010 =01+ 05
Y2 =7+ 72

Possiamo osservare in proposito la figura 29 nella pagina successiva.

Theorem 2.31. Nel caso in cui o1(t1,61,71) € 03(ta, 02,72) sono in rappre-
sentazione standard, e non appartengono alla retta U, la loro moltiplicazione
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rotazione piana vy, rispetto
alla lunghezza unitaria

rotazione spaziale 6, rispetto
alla lunghezza unitaria

t, volte
la lunghezza t,

1
[}
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Figura 29: Rappresentazione della moltiplicazione tra due numeri completi

potra essere espressa nel sequente modo:

0]_2(@1.2, b1-27 61-2)(1‘,1.2,9142,’}/142) = a1-2(t1-t2) +i- bl-2(91+92) +u- 61-2(’*/1+72)

dove:
ajo = (a1 -ag—by-by)- [1— €1 C2
Va8 || Va3 + 53 |
C1-C2

bro= (b as+ay-by)- 1
S Y = AN ER

01.2201-‘\/(13—1—63 —|—02-‘\/a%—l—b%

Dimostrazione. La moltiplicazione tra due numeri completi, come sappiamo,
soddisfa la seguente formula:

01.2(t1.2,61.2,71.2) = t1 - ta - {[cos (71 + ¥2) - cos (01 + O2)]+
+ - [cos (71 +72) - sin (01 + 02)] + - [sin (1 + 72)]}
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mentre per i moduli e le fasi coinvolte varranno le seguenti relazioni:

t=+va>+b*+ 2

7y = arctan (ﬁ)
b
A = arctan (—)

a

Ne consegue che le coordinate che stiamo cercando potranno essere scritte nel
seguente modo:

1
ai.2 :\/a2 + b2+ \/CLZ + b2 4¢3 - cos [arctan <—) +
1 1 1 2 2 2 \/m
Co bl bg
+ arctan | ———— ] |-cos |arctan | — | + arctan | —
Va3 + b3 ay a3

b2 :\/af + b+ \/ag + b3 + ¢ - cos [arctan <L) +
2 0]
vay + by
Co . by by
+ arctan [ —— ] |-sin |arctan | — | 4+ arctan | —
Va3 + b3 a as

. C1
C12 Z\/a% +02+ct- \/ag + b3 + c2 - sin [arctan (2—) +
vai+ bt
C2
+ arctan (—)]
Vai+ b3

Per proseguire con la dimostrazione ¢ necessario servirsi delle seguenti
relazioni trigonometriche notevoli:

cos (z + y) = cos (x) - cos (y) — sin (z) - sin (y)
sin (2 +y) = sin () - cos (y) + cos (x) - sin (y)

. c B a? + b2
COS |arctan \/OJQ:_i_bQ = m

) c c?
Sin [arctan (\/612:_‘_[)2> = m
coS [arctan (é>] = @’
a a? + b2
sin {arctan (é)} = b
a a? +b?
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Per determinare il valore della coordinata a;.o i passaggi da svolgere saranno
1 seguenti:

2 | 12 2 | 12
222 a2 2 ay +b07 a3 +b;
w2 =/ + B+ o+ 4 (\/a%+b%+c% \/a%+b%+c%+
B c . 3 ‘ ai a3 N
a?+ b2+ \ a2+ 02+ c2 a?+ b2\ a2+ b3
\/a1+b2 \/a2+b2>
2, 2 _ b2' b2
(i - ) (VL)
ay 1"V ay T 0
A A At PVEVa RV )
( a%'\/a%_\/;%’\/;%)(l_\/ \/Eﬁ 2>
512
a1+b1‘ a2+b2

Per determinare il valore della coordinata b;. i passaggi da svolgere saranno i
seguenti:

2 12 2 12
222 22 2 a +b a; + b3
o =\Jat + B+ Jad 13+ <\/a%+b$+c¥ \/a%+b§+c§Jr
E i [ @
A+ +c \ad+ b+l a?+ b2\ a3 + b3
\/a1+62 \/a2+b2>
—(\/a2+b2'\/a2+b2—\/§-\/§>~ \/b_%'\/a%+va%'\/% _
WAV e TR VAN T
11701 2 T 03
() (R
= 1 2 1 2 1 2 =
vai +bi-y/a3 + b3
—(./v2. 2 2. ). [1— C%\/%
= 1 az +4/aq 2 — 5
\/a1+b1‘\/a2+b2

Per determinare il valore della coordinata c;.5 i passaggi da svolgere saranno
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i seguenti:

\/2_|_b2+2 \/2+b2+ 2 C% a% b%
C1.2 =12/ Q Ccy - a Ccs5 - .
12 1 1 1 2 2 2 a%—i_b%‘i‘C% a%+b%+cg

2 | 12 2
ai + by c5 \/j 5 . 1o \/’2 P
+ : =/ci-\/a5+b5+/c5-4/a7+b
\/a%—l—b%%—cf \/a%+b§+c§ 1 2 172 2 Y.

Queste relazioni hanno validita generale, nel preciso senso che sono in grado
di coprire anche i casi in cui i coefficienti a,b,c siano nulli (purché si rimanga
nell’ambito di numeri completi non situati sulla retta U). La loro principale
particolarita & pero quella di avere al loro interno molte radici nella forma v/22.

Poiché il radicando 2 & sempre positivo sappiamo che I'operazione di radice
algebrica qui considerata ¢ lecita, e quindi sara in grado di assumere come
risultato due valori opposti: uno positivo e uno negativo. Questo significa che
dal punto di vista matematico otterremo una relazione in grado di soddisfare
la regola della moltiplicazione per ciascuna possibile combinazione di segni
attribuibili alle radici coinvolte.

Ad esempio se per convenzione assegniamo alle radici sempre il valore
positivo otteniamo il seguente risultato:

Va2 = |af
Vb2 = ||
Ve = |¢f

a cui corrisponderanno delle relazioni in grado di soddisfare la regola della mol-
tiplicazione in funzione del modulo delle coordinate coinvolte. Questo significa
che numeri completi distinti saranno in grado di produrre uno stesso risultato
della moltiplicazione se le loro coordinate avranno lo stesso modulo.

Volendo individuare delle relazioni che soddisfano la regola della moltipli-
cazione in funzione delle effettive coordinate possedute dai numeri completi
coinvolti, dovremo assegnare alle radici lo stesso segno dei coefficienti situati
al loro interno:

I
o



32 Nicola D’Alfonso

Le relazioni ottenute saranno le seguenti:

C1-C2
aro = (a;-as —by-by)- | 1—
v = (- a 12)( ¢ﬁ+@~¢@+@>

C1 - Co (2.1)
bio=(0b1-as+ay-by)-[1—
2 =Bz 12)( ¢ﬁ+@-¢@+@)

01.2:Cl'\/CL%‘Fb%‘i‘CQ‘\/G%‘i‘b%

Dal momento che i numeri completi coinvolti sono in rappresentazione stan-
dard, secondo quanto stabilito dal teorema 2.11 dovremo far valere le seguenti

relazioni:
che unite a quelle indicate dalle formule (2.1), dimostrano la tesi. O

A titolo esemplificativo del teorema appena dimostrato, supponiamo di
dover moltiplicare i numeri completi in rappresentazione standard aventi coor-
dinate: a; = as =b; = by =c¢; = c5 = 1.

Il loro modulo potra essere calcolato nel seguente modo:

tlth:\/a%+b%+c%: B+B+E=VI2+12+12=3

mentre per le loro fasi dovremo fare riferimento alle formule legate alla rap-
presentazione standard:

Cc1 Co
— ~y = arct | = arct 2
Y1 = Yo arcan<| —a%—i—bﬂ) arcan<‘ —a§+bg|>
= arctan (ﬁ) ~ 35, 26°

b 1
#, = 6, = arctan (ﬁ> = arctan (—2> = arctan (—) = 45°
ay Qo 1

Applicando la regola della moltiplicazione otteniamo come risultato il nu-
mero completo avente i seguenti valori del modulo e delle fasi:

tig=1t1-t2 =3
Y2 =71 + 72 = 70, 52°
010 =6, + 05 =90°
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e le seguenti coordinate:
ay.9 = t1.9 - cos (Y1.2) - cos (A1.9) = 3 - cos (~ 70,52°) - cos (90°) =0
bi.o = t1.9 - cos (7Y1.2) - sin (61.2) = 3 - cos (=~ 70,52°) - sin (90°) = 1
C19 = t19 - sin(y1.2) = 3 - sin (~ 70,52°) = 2 - V2
A questo punto possiamo verificare come le formule del precedente teorema
facciano effettivamente giungere allo stesso risultato:

ars =(ar - az — by - by) - (1— =TI >:
[Vai +0t || v/a3 + b3

1
:(1—1)-(1—5):0
C1 - C2
bio =(by-as+ay-by)- [ 1— —
12 =(b1 - ag ) ( ‘\/a%—l—bﬂ-‘\/a%—i—bﬂ)

1
=1+1)-(1-=)=1
a+y-(1-3)
C1.90 =C1 * ‘\/a%—l—bg +CQ' ‘\/(I%‘i‘b%

Theorem 2.32. Nel caso in cui 01(t1,61,71) € 0a(ta, 0a,72) sono in rappre-
sentazione complementare, e non appartengono alla retta U, la loro moltipli-

cazione potra essere espressa nel sequente modo:

—1-vV24+1-vV2=2-V2

01.2(a1.2, bi.2, 01-2)(t1A2,61‘2771.2) = A1.2(t 1) T (8 51.2(91+92) T U CL2(y1+2)

dove:

a1-2:(&1-a2—b1.b2).<1_ C1-C2 >
NEETIANE R

51-2=(b1-a2+a1.52).<1_ C1 - Co )
NEELAINVEER

Clg = —C1° ‘\/a%—i—b% —Cg - ‘\/CL%‘i‘b%

Dimostrazione. Dal momento che i numeri completi coinvolti sono in rappre-
sentazione complementare, secondo quanto stabilito dal teorema 2.15 dovremo

far valere le seguenti relazioni:
\Ja2 + b= —‘\/a% +b%|
\ @3+ b3 = —[\/a3 + b3 |
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che unite a quelle indicate dalle formule (2.1), dimostrano la tesi. ]

A titolo esemplificativo del teorema appena dimostrato, supponiamo di
dover moltiplicare i numeri completi in rappresentazione complementare aventi
coordinate: a1 = ag =by =by=c¢y = ¢y = 1.

Il loro modulo potra essere calcolato nel seguente modo:

tlth:\/a%+b%+c$: B+B+E=VI+12+12=13

mentre per le loro fasi dovremo fare riferimento alle formule legate alla rap-
presentazione complementare:

Y1 = Y2 = arctan

Cq Co
_— = t —_—— —
(—W%+b%|> am(—Wwa)
= arctan (ﬁ) ~ 144, 73°

—b —b -1
0; = 05 = arctan <—1) = arctan (—2> = arctan (—) = 225°
—aq —Qa2 —1

Applicando la regola della moltiplicazione otteniamo come risultato il nu-
mero completo avente i seguenti valori del modulo e delle fasi:

ligo=1t1-1a=3
Y2 = 71 + Y2 =~ 289, 46°
b1.2 = 01 + 0 = 450° = 90°
e le seguenti coordinate:
a1.9 = t1.9 - cos (71.2) - cos (A1.0) = 3 - cos (=~ 289, 46°) - cos (90°) = 0
bi.o = t1.9 - cos (Y1.2) - sin (01.2) = 3 - cos (=~ 289,46°) - sin (90°) = 1
Crg = b1y - sin (712) = 3 - sin (=~ 289,46°) = —2- /2

A questo punto possiamo verificare come le formule del precedente teorema
facciano effettivamente giungere allo stesso risultato:

al.gz(al'ag—bl'bz)'<1— 1 >:
Ner AN

:(1—1)-(1—%):0

C1 - Co
bio=(b1-as+a;-by) | 1— =
1
:(1+1)-<1—§):1

01.2:—01"\/(15—}-(7% _02‘\/a%+b%‘:—1\/§—1\/§:—2\/§
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Theorem 2.33. Nel caso in cui o1(ty,01,71) € in rappresentazione standard
mentre 0y(ta, 0a,72) € in rappresentazione complementare, ed entrambe non
appartengono alla retta U, la loro moltiplicazione potra essere espressa nel
sequente modo:

01.2(@1.2, b1~27 Cl~2)(t1.2,9142,7142) - a1-2(t1-t2) + 7’ : 61-2(61-1—92) + u - 01-2(’\/14-"/2)

dove:

a1~2=(a1-a2—b1.b2).<1+ C1-C )
[Vl + 8 |-| Va3 + 13

61.2:(b1~a2+a1~b2)-<1—|— G )

|[Vai + 07 |-[v/a3 + 03
Clg = Cg - ‘\/a%—i—b% —C1 - ‘\/ag—l—b%‘

Dimostrazione. Dal momento che il primo fattore ¢ in rappresentazione stan-
dard, secondo quanto stabilito dal teorema 2.11 dovremo far valere le seguenti

relazioni:
\Vai+ b3 =|\/a? + b7 |

mentre essendo il secondo fattore in rappresentazione complementare in riferi-
mento al teorema 2.15 varranno le seguenti relazioni:

\/ a3+ b3 = —|\/a} + b3 |

che unite a quelle indicate dalle formule (2.1), dimostrano la tesi. ]

A titolo esemplificativo del teorema appena dimostrato, supponiamo di do-
ver moltiplicare il numero completo in rappresentazione standard avente coor-
dinate: a; = by = ¢; = 1 e quello in rappresentazione complementare avente le
medesime coordinate: ay = by = ¢ = 1.

Il loro modulo potra essere calcolato nel seguente modo:

h=to=\Ja +b}+= /a3 + B+ =VET 2112 =3
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mentre per le loro fasi dovremo fare riferimento sia alle formule legate alla
rappresentazione standard che a quella complementare:

C1 1
v = arctan | —— | = arctan [ — | ~ 35, 26°
(l\/a?”ﬂ) (W\)
Co 1
V9 = arctan | ——— | = arctan | —— | ~ 144,73°
<—\\/G%+b5\> <—|\/§V>

1
f, = arctan (b—l) = arctan (—) = 45°
aq 1
- 1
0, = arctan (ﬁ) = arctan (—) = 225°
—as -1

Applicando la regola della moltiplicazione otteniamo come risultato il nu-
mero completo avente i seguenti valori del modulo e delle fasi:

t1.2:t1't2:3
Y12 =7+ 72 = 180°
01.2 = 61 -+ 02 == 2700

e le seguenti coordinate:

ay.9 = t1.9 - cos (y1.2) - cos (A1.2) = 3 - cos (180°) - cos (270°) = 0
bl.Q = tl.g + COS (71.2) - sin (81.2) =3 - cos (1800) - sin (2700) =3
C1.2 =t -sin(7.2) = 3 -sin (180°) =0

A questo punto possiamo verificare come le formule del precedente teorema
facciano effettivamente giungere allo stesso risultato:

@1-2:(a1-a2—b1-b2).<1+ c1 - Co )_
Vo + 07 \-}\/ag+bg‘

1
—(1—1)-<1+§)_0
C1 - Cy
big = (by-as+ay-by)- |1+ _
12 = (b1 - as 1-02) ( |\/a%+b%‘-|\/a%+b%‘>
:(1+1).(1+%):3

Ci.g = Co - ‘\/a%+b%‘—61 . ‘\/a§+b§

Theorem 2.34. Nel caso in cui 01(t1,61,71) € in rappresentazione com-
plementare mentre 0y(te,02,v2) € in rappresentazione standard, ed entrambe

=1-vV2-1-vV2=0
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non appartengono alla retta U, la loro moltiplicazione potra essere espressa nel
sequente modo:

01.2(@1.2, b1~27 Cl~2)(t1.2,9142,7142) = a1'2(t1't2) + (O 61‘2(01+92) + U - 01'2('Yl+"/2)

dove:

a1.2=(a1~a2_bl.b2),<1+ Cy - Cy )
Va8 |-|V/aF + 83

b1-2:(b1'a2—}-a1.b2).<1+ C1+C2 )
|Vai+03 ||\/a3 + 13

C1.2 261"\/a%ﬂng‘—cz-‘\/a%—l—b%‘

Dimostrazione. Dal momento che il primo fattore € in rappresentazione com-
plementare, secondo quanto stabilito dal teorema 2.15 dovremo far valere le

seguenti relazioni:
Vai+ b =—|\/a?+ b3 |

mentre essendo il secondo fattore in rappresentazione standard in riferimento
al teorema 2.11 varranno le seguenti relazioni:

\/ a3+ b3 = |\/a3 + b3 |

che unite a quelle indicate dalle formule (2.1), dimostrano la tesi. ]

A titolo esemplificativo del teorema appena dimostrato, supponiamo di do-
ver moltiplicare il numero completo in rappresentazione complementare avente
coordinate: a; = by = ¢y = 1 e quello in rappresentazione standard avente le
medesime coordinate: as = by = ¢y = 1.

Il loro modulo potra essere calcolato nel seguente modo:

tlth:\/a§+b%+c§: A3+ +a=VI2+12+12=13

mentre per le loro fasi dovremo fare riferimento sia alle formule legate alla
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rappresentazione standard che a quella complementare:

C1 1
v1 = arctan | ——| = arctan | —— | ~ 144,73°
<—\\/a?+bﬂ> <—|\/§V>
arcta e arcta ! 35, 26°
o = arctan | —— | = arctan [ — | ~ 35,
|\/a3 + b3 | V2]

— —1
f; = arctan (ﬁ) = arctan (—) = 225°
—a -1
b 1
0, = arctan (—2) = arctan (—) = 45°
(05} 1

Applicando la regola della moltiplicazione otteniamo come risultato il nu-
mero completo avente i seguenti valori del modulo e delle fasi:
tl.zztl'tQIS
Y12 = 71 + 2 = 180°
010 =0, + 0y = 270°
e le seguenti coordinate:
a9 = t1.9 - cos (y1.2) - cos (A1.2) = 3 - cos (180°) - cos (270°) = 0
bl.Q = t1.2 - COS (’71.2) - sin (91.2) =3-cos (1800) - sin (2700) =3
Cl.2 = tl.g - sin (’}/1.2) =3 -sin (1800) =0

i C1 - Co
|Vai +03 || /a3 + 53

A questo punto possiamo verificare come le formule del precedente teorema

facciano effettivamente giungere allo stesso risultato:
a1.2:(a1'a2—b1~b2)'<1 ):

1

:<1—1)- 1+§ =0

C1 - Cy
bro=(by-as+ar-by) [ 1+ -
1.2 (1 2 1 2) ( |\/a%—|—b%‘|\/a%—|—b%‘>
:(1+1)-(1+%):3

Clg =C1 " ‘\/a%"—b% —C9 ’\/a%—i—b%

Theorem 2.35. Nel caso in cui solo o1(t1,01,7v1) appartiene alla retta U
mentre 09(ta,02,7v2) € in rappresentazione standard, la loro moltiplicazione

=1-vV2-1-vV2=0




Numeri nello spazio n dimensionale 39
pOtTd ESSETE ESPTESSQ nel Seguente modo:
01.2(@1.2, b1-27 01-2)(7,‘1.2,9142,7142) = al-?(tl-tz) + Z : bl~2(91+92) + u - Cl~2(’y1+"/2)

dove:

a9 - COS (‘91) — bg - sin (91>

NG

as - sin (01) + bg - COS (01)

bio = —(Cl : 02) :
Va3 + b3 |
C1.2 =C1"\/a%+b§‘

Dimostrazione. La moltiplicazione tra due numeri completi, come sappiamo,
soddisfa la seguente formula:

01.2(t1.2, ‘91.2, ’}/1.2) = tl . tg . {[COS (’)/1 + ’YQ) - COS (91 + 92)]+
+ i - [cos (71 4 72) - sin (61 + 02)] + w - [sin (v +72)]}

Dal momento che o4 (t1, 01,71) appartiene alla retta U avra i seguenti valori
di modulo e fasi:

tlz\/;%

71 = sign (¢1) - 90°
b
6 conosciuto # arctan <_1>

a1

diversamente da 0s(t2, 02, 72) che avra invece i seguenti valori:

ty = 1/a3 + b3 + 3

t =
7y = arctan [ ————
a3 + b3

)

Ne consegue che le coordinate che stiamo cercando potranno essere scritte

f, = arctan (

®|®'
NN
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nel seguente modo:

a1 _\/7 \/a3 + b3 + 3 - cos {mgn cp) - 90° +arctan( )]
\/az—i—b2

b
- COS [91 + arctan ( 2)}
b1.9 _\/7 @/a2 + b2 + 02 CoSs {&gn 1) - 90° 4 arctan ( )]
Va3 + b3

b
- sin [91 + arctan < 2)}
C1o _[ \/a3 + b3 + 3 - sin [Slgn c1) - 90° + arctan < )}
a3+ b3

Per proseguire con la dimostrazione ¢ necessario servirsi delle seguenti
relazioni trigonometriche notevoli:

oS (:1: +y) = cos () - cos (y) — sin (z) - sin (y)
sin (z +y) = sin () - cos (y) + cos (z) - sin (y)
_ 2+ b2

COS [arctan ( \/m)] m

2
Sll’l arctan (\/(12:_|_b2) m
COS [arctan (E)] = @
a a? + b2
sin |arctan (9)} = v
a a? + b?

cos [sign () - 90° + y] = —sign () - sin(y)
sin [sign (x) - 90° + y] = sign (z) - cos(y)

Per determinare il valore della coordinata a;.5 i passaggi da svolgere saranno

i seguenti:

2
c
: 2 2 2 2 2
a1.2:—81gn(cl)-\/g- as + b; + ¢ - .
a% + b3+ 3

a3 b3 :
. -cos (01) — e -sin (01) |=

2, _ 2. Qi
= —sign(¢) - \/:% \/CE \/@ cos (9132 +\ZQE sin (61)
V a3 2
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Per determinare il valore della coordinata b,.5 i passaggi da svolgere saranno
1 seguenti:

2
c

by — — si \/3 222

1.9 sign (1) i a5 + b5 + c5 a%+b§+c§

a3 _ b3
—&2 2 sin (01) + —a% e - COS (91) =

\/“ \/’ \/_ sin (01) + \/_ cos (6)
e NCER:

Per determinare il valore della coordinata c;.o i passaggi da svolgere saranno
i seguenti:

) a2 + b3
01.2231gn(cl)-\/c?-\/a%—i-bgchg- 2—ib2 —81gn c1) \/> \/ a3 + b3

Queste relazioni hanno validita generale, nel preciso senso che sono in grado
di coprire anche i casi in cui i coefficienti as,by,co siano nulli (purché os(as, b, c2)
rimanga nell’ambito dei numeri completi non situati sulla retta U).

Volendo individuare delle relazioni che soddisfano la regola della molti-
plicazione in funzione delle effettive coordinate nei numeri completi coinvolti
dovremo adottare per tutti i coefficienti a,b,c la convenzione vz2 = z, tranne
che per ¢; per il quale dovra valere la convenzione V2 = |z|. La ragione
é presto detta e dipende dal fatto che se applichiamo anche per ¢; la solita

COHVGHZiOHQ, avreo:
sign (cy) - \/C? = |ci1]

e quindi un risultato della moltiplicazione che dipendera dal modulo della
coordinata ¢;. Imponendo invece v x? = |z| avremo:

sign (c1) - /e =

e quindi un risultato della moltiplicazione che dipendera dall’effettivo valore
di tale coordinata.
Le relazioni ottenute saranno le seguenti:

as - cos (61) — by - sin (61)

Vai+ b3

as - sin (61) + by - cos (6;) (2.2)

a3 + b3

aio = —(Cl '02) :

bio = —(Cl '02) :

01.2201'\/6134‘6%
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Dal momento che il numero o,(as, be, c2) ¢ in rappresentazione standard,
secondo quanto stabilito dal teorema 2.11 dovremo far valere la seguente

relazione:
\/ a3+ b3 =|\/a3 + b3
che unita a quelle indicate dalle formule (2.2), dimostrano la tesi. ]

A titolo esemplificativo del teorema appena dimostrato, supponiamo di
dover moltiplicare il numero uscente di coordinata ¢; = 1 e fase #; = 30° con
un numero completo in rappresentazione standard avente coordinate: as, = 1,
by = —1, co = 1.

Il loro modulo potra essere calcolato nel seguente modo:

b= a§+b§+c§:\/c§:ﬁ:1

ty=1/a2+ b2+ =12+ (-1)2+12=13

mentre per le loro fasi nel caso del numero uscente abbiamo:

v = sign (¢p) - 90° = 90°
61 - 300

mentre nel caso del numero completo dovremo fare riferimento alle formule
legate alla rappresentazione standard:

Co 1
Vo = arctan | ——— | = arctan [ — | ~ 35, 26°
(l\/a%“?%\) (‘\/5\>

b -1
0, = arctan (—2) = arctan (—) = —45°
a9 1

Applicando la regola della moltiplicazione otteniamo come risultato il nu-
mero completo avente i seguenti valori del modulo e delle fasi:

tro=t1-ta =3
Y2 =71+ e =~ 125,26°
91.2 = 91 -+ 02 = —150

e le seguenti coordinate:

a1.9 = t1.9 - cos (71.2) - cos (01.2) = V3 - cos (~125,26°) - cos (—15°) ~ —0,97
by.o = t1.9 - cos (71.2) - sin (1.9 ) V3 cos (=~ 125,26°) - sin (—15°) ~ 0,26
Cro = tyg-sin (71.2) = V3 - sin (~ 125,26°) = V2
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A questo punto possiamo verificare come le formule del precedente teorema
facciano effettivamente giungere allo stesso risultato:

_ cos (30°) + sin (30°)

~ay - cos (61) — by - sin (61)

1.9 = —(Cl . Cg) = ~ —O, 97
Va3 + b3 V2
bs = —(c1 - ) as - sin (61) + by - cos (61) __sin (30°) — cos (30°) ~ 0,26

V3

|\/a3 + b3
Clg = C1 |\/(I%+b%): \/§

Theorem 2.36. Nel caso in cui solo 01(t1,01,71) appartiene alla retta U
mentre o09(ta,02,7v2) € in rappresentazione complementare, la loro moltiplica-
zione potra essere espressa nel sequente modo:

01.2(@1.2, b1~27 Cl-2)(t1.2,91‘2,’y1.2) = a1-2(t1-t2) + Z . bl-2(91+02) + U - C].-Q("/1+’yg)

dove:
as - cos (01) — by - sin (61)

Va3 + b3

as - sin (61) + by - cos (64)

|\/a3 + b3

Q1.9 = (01 '02) :

bio = (01 : 62) :

— 2 2
Clg = —C1° \\/a2+b2

Dimostrazione. Dal momento che il numero o0y(as, by, ¢2) € in rappresentazione
complementare, secondo quanto stabilito dal teorema 2.15 dovremo far valere

la seguente relazione:
\/ a3+ b3 = —|\/a} + b3 |

che unita a quelle indicate dalle formule (2.2), dimostrano la tesi. O]

A titolo esemplificativo del teorema appena dimostrato, supponiamo di
dover moltiplicare il numero uscente di coordinata ¢; = 1 e fase #; = 30° con
un numero completo in rappresentazione complementare avente coordinate:
a2:1,62:—1,02:1.

Il loro modulo potra essere calcolato nel seguente modo:

h=yJartrd=/a=vi=1

ta=yJad+ B3+ =12+(-1)2+12=3
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mentre per le loro fasi nel caso del numero uscente abbiamo:

v = sign (¢p) - 90° = 90°
0, = 30°

mentre nel caso del numero completo dovremo fare riferimento alle formule
legate alla rappresentazione complementare:

Co 1 o
Yo = arctan | ———=———| = arctan | ——= | >~ 144,74
(-\va%+b% \) <—|\/§|>

—b 1
f, = arctan (—2) = arctan (—) = 135°
—Q2 —1

Applicando la regola della moltiplicazione otteniamo come risultato il nu-
mero completo avente i seguenti valori del modulo e delle fasi:

tla=1t1 -to =3
V1o = Y1 + Yo =~ 234, 74°
91.2 = 91 -+ 92 - 1650

e le seguenti coordinate:

(1.5 = t1.5 - cOS (Y1.2) - o8 (B1.5) = V/3 - cos (= 234, 74°) - cos (165°) ~ 0,97
bro = t1.g - €OS (Y1.2) - sin (B1.5) = V/3 - cos (= 234, 74°) - sin (165°) ~ —0, 26
Cro = t1o-sin (y12) = V3 - sin (~ 234, 74°) = —V/2

A questo punto possiamo verificare come le formule del precedente teorema
facciano effettivamente giungere allo stesso risultato:

ag - cos (01) — by -sin (01)  cos (30°) + sin (30°)

ai.o = (Cl . Cz) >~ O, 97
VZ TR V2|
b = (c1 - ca) - as - sin (61) + by - cos (64) _ sin (30°) — cos (30°) ~ 0,26

Va3 + b3
=2

V2|

_ / 2 2
Cl~2——01“ as + b;

Theorem 2.37. Nel caso in cui solo 0y(ts, 0s,72) appartiene alla retta U
mentre o1(t1,01,71) € in rappresentazione standard, la loro moltiplicazione
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pOtTd ESSETE ESPTESSQ nel Seguente modo:
01.2(@1.2, b1-27 01-2)(7,‘1.2,9142,7142) = al-?(tl-tz) + Z : bl~2(91+92) + u - Cl~2(’y1+"/2)

dove:

a1 - COS (‘92) — b1 - sin (92)

aA1.o = —(C1 - Co)
2=l NeEd

ai - sin (02) + b1 - COS (02)

bio = —(Cl : 02) :
Va3 + b |
Clp = Cy - ‘\/a%jtb%‘

Dimostrazione. La moltiplicazione tra due numeri completi, come sappiamo,
soddisfa la seguente formula:

01.2(t1.2, ‘91.2, ’}/1.2) = tl . tg . {[COS (’)/1 + ’YQ) - COS (91 + 92)]+
+ i - [cos (71 4 72) - sin (61 + 02)] + w - [sin (v +72)]}

Dal momento che 0y(ts, 02, 72) appartiene alla retta U avra i seguenti valori
di modulo e fasi:

tzz\/;%

72 = sign (cz) - 90°
b
0, conosciuto # arctan <_2>

a2

diversamente da o1 (t1,61,7:) che avra invece i seguenti valori:

ty =/a? + b3+ 3

t a
v = arctan | ———
aj + b?

f; = arctan <ﬁ>

1

Ne consegue che le coordinate che stiamo cercando potranno essere scritte
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nel seguente modo:

apo =\/A + b3 +ct- \/7 Cos {arctan ( ) + sign (¢) - 900} .
Va2 + b3

o ()
- cos |arctan + 0,
bio =y\/c + b} + - \/7 cos {arctan (\/m) + sign (¢) - 9001 .

- sin |arctan + 0,
Gl
Clg = c% + b% + C% : \/Cg - sin {arctan <L> + sign (C2> ) 900}
Vai+v?

Per proseguire con la dimostrazione ¢ necessario servirsi delle seguenti
relazioni trigonometriche notevoli:

cos (x + y) = cos (35) - oS (y) — sin () - sin (y)
sin (x + y) = sin (x) - cos (y) + cos (x) - sin (y)

; a’ + b?
cos |arctan
m RN

a2+b2—|—02

sin |arctan

o e ()] - F
an ot (Y] = 2
)

cos [z + sign (y) - 90°] = —sign (y) - sin(x)
sin [z + sign (y) - 90 °] = sign (y) - cos(x)

Per determinare il valore della coordinata a;.5 i passaggi da svolgere saranno

i seguenti:

a1 = —sign (co) - \/ 3 + b3 + ¢ - \/> a—i—bQ—l—c
1 1

1/ - cos (02) — 1/ - sin ( 92

= — sign (¢y) - \/:% \/CE \/_1 - CO8 02a2_+\£2b_1 - sin (62)
Vay T 0
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Per determinare il valore della coordinata b,.5 i passaggi da svolgere saranno
1 seguenti:

bio = —sign(co) - \/ 3 + b3 + ¢ - \/> a+62+c
1 1

b? a? )
ﬂ + COS (02) + W - S1n (92) =

\/“ \/’ \/_ cos (6y) + \/_ sin (605)
o NCER

Per determinare il valore della coordinata c;.o i passaggi da svolgere saranno
i seguenti:

) a? + b?
C1.9 = sign (cy) - a%—i—b%Jrcf-\/cE- —:bg—l— 5 = sign () \/> \/ a3 + b3
aj

Queste relazioni hanno validita generale, nel preciso senso che sono in grado
di coprire anche i casi in cui i coefficienti aq,b1,c¢; siano nulli (purché o;(aq, by, ¢1)
rimanga nell’ambito dei numeri completi non situati sulla retta U).

Volendo individuare delle relazioni che soddisfano la regola della molti-
plicazione in funzione delle effettive coordinate nei numeri completi coinvolti
dovremo adottare per tutti i coefficienti a,b,c la convenzione vz2 = z, tranne
che per ¢, per il quale dovra valere la convenzione V2 = |z|. La ragione
é presto detta e dipende dal fatto che se applichiamo anche per ¢, la solita

COHVGHZiOHQ, avreo:
sign (c2) - \/CE = e

e quindi un risultato della moltiplicazione che dipendera dal modulo della
coordinata c¢,. Imponendo invece v x? = |z| avremo:

sign (cz) - /3 =

e quindi un risultato della moltiplicazione che dipendera dall’effettivo valore
di tale coordinata.
Le relazioni ottenute saranno le seguenti:

ay - cos (63) — by - sin (6;)

ay - sin (62) + by - cos (6) (2.3)

Va? + b?

aio = —(Cl '02) :

bio = —(Cl '02) :

01.2202'\/61%"‘6%
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Dal momento che il numero o;(ay, b1, c1) € in rappresentazione standard,
secondo quanto stabilito dal teorema 2.11 dovremo far valere la seguente

relazione:
v ad+ 03 =|\/a? + b}
che unita a quelle indicate dalle formule (2.3), dimostrano la tesi. ]

A titolo esemplificativo del teorema appena dimostrato, supponiamo di
dover moltiplicare il numero numero completo in rappresentazione standard
avente coordinate: a; = 1, by = —1, ¢; = 1 con un uscente di coordinata
¢y = 1 e fase 6, = 30°.

Il loro modulo potra essere calcolato nel seguente modo:

=2+ 2+ 3=\ 124 (12 +12=3

:\/a3+b3+c3:¢c€:ﬁ:1

mentre per le loro fasi nel caso del numero uscente abbiamo:

72 = sign (¢z) - 90° = 90°
62 - 300

mentre nel caso del numero completo dovremo fare riferimento alle formule
legate alla rappresentazione standard:

C1 1
~v1 = arctan | —— | = arctan [ — | ~ 35, 26°
(lva?+b?\> (‘\/5\>

b -1
¢, = arctan (—1) = arctan (—) = —45°
aq 1

Applicando la regola della moltiplicazione otteniamo come risultato il nu-
mero completo avente i seguenti valori del modulo e delle fasi:

tro=t1-ta =3
Y2 =71+ e =~ 125,26°
91.2 = 91 -+ 02 = —150

e le seguenti coordinate:

a1.9 = t1.9 - cos (71.2) - cos (01.2) = V3 - cos (~125,26°) - cos (—15°) ~ —0,97
by.o = t1.9 - cos (71.2) - sin (1.9 ) V3 cos (=~ 125,26°) - sin (—15°) ~ 0,26
Cro = tyg-sin (71.2) = V3 - sin (~ 125,26°) = V2
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A questo punto possiamo verificare come le formule del precedente teorema
facciano effettivamente giungere allo stesso risultato:

ai - cos (fp) — by -sin(fy)  cos(30°) +sin (30°)

ay1.9 = —(Cl . CQ) . = —0, 97
[V ai + b | V2|
b = —(c1 - ) - aj -sin (62) + by - cos () sin (30°) — cos (30°) ~ 0,26

[Vai + b7 | V2]
01.2:(32"\/@%"‘6% :\/5

Theorem 2.38. Nel caso in cui solo 0y(ts,02,7v2) appartiene alla retta U
mentre o01(t1,01,71) € in rappresentazione complementare, la loro moltiplica-
zione potra essere espressa nel sequente modo:

01.2(@1.2, b1~27 Cl~2)(t1.2,9142,7142) - a1-2(t1-t2) + 7’ : 61-2(61-1—92) + u - 01-2(’\/14-"/2)

dove:

ay - cos (0y) — by - sin (6)

A1.9 = |C1 * Co ) -
2= (o) Nl

ap - sin (63) + by - cos (65)

bio = (c1-Co) -
= lea) T e
61.2:—02"\/a%+b%}

Dimostrazione. Dal momento che il numero o0;(aq, by, ¢1) € in rappresentazione
complementare, secondo quanto stabilito dal teorema 2.15 dovremo far valere

la seguente relazione:
Vai+ b =—|\/a?+ b3 |

che unita a quelle indicate dalle formule (2.3), dimostrano la tesi. O

A titolo esemplificativo del teorema appena dimostrato, supponiamo di
dover moltiplicare un numero completo in rappresentazione complementare
avente coordinate: as = 1, by = —1, ¢co = 1 con il numero uscente di coordinata
¢y = 1 e fase 6; = 30°.

Il loro modulo potra essere calcolato nel seguente modo:

=y a2+ +S =12+ (-1)2+12=3

=y +B+3=/d=vIi=1

mentre per le loro fasi nel caso del numero uscente abbiamo:

72 = sign (¢g) - 90° = 90°
0y = 30°
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mentre nel caso del numero completo dovremo fare riferimento alle formule
legate alla rappresentazione complementare:

C1 1 °
Yo = arctan | —————| = arctan | ——= | >~ 144,74
(—wm 1) (—wﬂ)

—b 1
0, = arctan (—1> = arctan (—) = 135°
—a -1

Applicando la regola della moltiplicazione otteniamo come risultato il nu-
mero completo avente i seguenti valori del modulo e delle fasi:

tig =ty -ty =3
Y2 = Y1+ e = 234, 74°
91.2 — 01 + 92 - 1650

e le seguenti coordinate:

(1.9 = 1o - €OS (Y1.2) - cos (A1) = V/3 - cos (=~ 234, 74°) - cos (165°) ~ 0,97
bio = t1.9-cos (71.2) - sin (61.2) = V3 - cos (~ 234,74°) - sin (165°) ~ —0, 26
Ci9g = t1.2 - sin (’}/1.2) = \/g - sin (2 234, 740) = —\/5

A questo punto possiamo verificare come le formule del precedente teorema
facciano effettivamente giungere allo stesso risultato:

ai - cos () — by -sin ()  cos (30°) +sin (30°) 0.97

a1.9 = (C . CQ) .
1 NExd V2|

a1 - sin (62) + by - cos () sin (30°) — cos (30°) —0.26

bio = (C1 : 02) :
|Vai+ b7 | V2|
Cl.g = —Co ‘\/CL%"‘Z)? = —\/5

Theorem 2.39. Nel caso in cui sia 01(t1,01,71) che os(ts, 02,72) apparten-
gono alla retta U, la loro moltiplicazione potra essere espressa nel sequente

modo:

01~2(a‘1~23 b1-27 Cl-2)(t1.2,91‘2,’y1.2) - a1-2(t1-t2) + Z : bl-2(91+02) + u - Cl-2("/1+’yg)

dove:
1.9 = —(Cl . CQ) - COS (91 + 92)
61.2 = —(Cl . 02) - sin (61 + 62)

Cl.2 = 0
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Dimostrazione. La moltiplicazione tra due numeri completi, come sappiamo,
soddisfa la seguente formula:

01,2(t1.2, ‘91.2, ’}/1.2) = tl . tg . {[COS (’}/1 + ’YQ) - COS (6)1 + 92)]+
+ i+ [cos (71 +72) - sin (61 + 62)] + u - [sin (v +72)]}

Dal momento che o;(t1,01,71) e 02(t2,02,72) appartengono alla retta U
avranno i seguenti valori di modulo e fasi:

tlz\/:%
tQI\/;%

v = sign (¢p) - 90°
Y2 = sign (¢z) - 90°
by

01 conosciuto # arctan <—>
ay

b
0y conosciuto # arctan (—2>
a2

Ne consegue che le coordinate che stiamo cercando potranno essere scritte nel
seguente modo:

aro =1/t -1/cd - cos[sign (1) - 90° + sign (cz) - 90°] - cos (61 + 65)
\/Z% - cos [sign (¢1) - 90° + sign (¢y) - 90°] - sin (01 + 65)

Cro=4/CF- \/(T% - sin [sign (¢1) - 90° + sign (¢p) - 90°]

Considerando che quando ¢; e ¢, hanno segni concordi si ottiene:

cos [sign (¢1) - 90° + sign (cg) - 90°] = cos (£180°) = —1 = —sign (¢;) - sign (¢2)
sin [sign (¢1) - 90° 4 sign (c2) - 90°] = sin (£180°) =0

e che quando hanno segni discordi si ottiene:

cos [sign (¢1) - 90° 4 sign (c2) - 90°] = cos (£0°) = 1 = —sign (¢y) - sign (¢2)
sin [sign (¢1) - 90° + sign (cz) - 90°] = sin (£0°) =0

potremo scrivere:

ar.o = —sign (¢1) - sign (e2) -1/t -1/ 3 - cos (6 + 6)

bi.o = —sign (¢q) - sign (¢p) - \/;% \/;% -sin (61 + 6)

Cl.2 = 0
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Volendo individuare delle relazioni che soddisfano la regola della moltiplicazio-
ne in funzione delle effettive coordinate nei numeri completi coinvolti dovremo
adottare per i coefficienti ¢;,co la convenzione v2 = |z|. Infatti in questo

modo otteniamo:
sign (c1) - /e =

sign (ca) - /3 = ¢

e quindi un risultato della moltiplicazione che dipendera dall’effettivo di tali
coordinate. La relazione che otteniamo seguendo queste convenzioni dimostra
la tesi. O

A titolo esemplificativo del teorema appena dimostrato, supponiamo di
dover moltiplicare un numero uscente di coordinata ¢; = 1 e fase #; = 30° con
il numero uscente di coordinata ¢y = 1 e fase 65 = 30°.

Il loro modulo potra essere calcolato nel seguente modo:

h=yJa it =yJd=vi=1

b=/ + B+ 3= /3 =vI=1

mentre per le loro fasi abbiamo:

v = sign (¢1) - 90° = 90°
72 = sign (¢z) - 90° = 90°
01 = 30°
0y = 30°

Applicando la regola della moltiplicazione otteniamo come risultato il nu-
mero completo avente i seguenti valori del modulo e delle fasi:

tl.gztl'tgzl
Y12 =71 + 72 = 180°
61.2 - 01 + 62 - 600

e le seguenti coordinate:
a1.9 = t1.9 - cos (71.2) - cos (A1.0) = 1 - cos (180°) - cos (60°) = —=

bio = t1.9-cos (71.2) - sin (61.2) = 1 - cos (180°) - sin (60°) = ——
C12 =t19-sin(7y1.2) = 1-sin (180°) =0
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A questo punto possiamo verificare come le formule del precedente teorema
facciano effettivamente giungere allo stesso risultato:

arg = —(c1 - ¢) - cos (6 + 6;) = —cos (60°) = —%

bio = —(c1 - cg) - sin (0; + 02) = —sin (60°) = —?

C1.o = 0

Theorem 2.40. Risulta nullo rispetto alla moltiplicazione il numero 0,
ovvero per:

03(t2,02,72) =0
st ha:
01(t1,01,71) - 02(t2,02,72) =0
Dimostrazione. Essendo t1,01,71,t2,02,72 dei numeri reali possiamo scrivere:
tlAQZtl'tQZtl'O:O
0.0 = 01 + 0y = 0, + indeterminato = indeterminato

Y12 = Y1 + Y2 = Y1 + tndeterminato = indeterminato
dimostrando la tesi. OJ

Theorem 2.41. Risulta neutro rispetto alla moltiplicazione il numero com-
pleto 1(sy, ovvero per:

02(a2752702)(5) = 1(S)
st ha:
01 (a17 b17 Cl)(tl,el,’yl) . OQ(QQ, b27 CQ)(S) = 01 (a17 bl7 Cl)(tl,el,'yl)

Dimostrazione. Essendo t1,01,71,t2,02,72 dei numeri reali possiamo scrivere:

tio=t-to=1-1=1%
91.2:91+92:61+0:91
Me=Nt+r=n+0=n

dimostrando la tesi. O

Theorem 2.42. Risulta inverso rispetto alla moltiplicazione il numero com-
pleto che identifica la posizione inversa rispetto all’origine, ovvero per:
1
03(ta, 02, 72) = OQ(t_u —01, =)
1
st ha:
Ol(tla 917 71) : 02(t2> 92) 72) = 1(5)
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Dimostrazione. Essendo t1,01,71,t2,02,72 dei numeri reali possiamo scrivere:

1
t1.2:t1't2:t1'—:1
131

Or0=0+0,=0,—0,=0
Ne2=Nn+r=n—-—n=0
dimostrando la tesi. O
Theorem 2.43. Vale la proprieta commutativa, ovvero:
01(t1,01,7) - 02(ta, 02, 72) = 0a(t2, O2,72) - 01(t1,01,71)

Dimostrazione. Essendo t1,01,71,t2,02,72 dei numeri reali possiamo scrivere:

tig =11t
010 =01 + 05
Y12 =71+ 72

log =ty 11 =11 1o
Oo1 =0y + 601 =61 + 05
Y21 =Y2 V=N T2
dimostrando la tesi. O]

Theorem 2.44. Valgono le proprieta associative e dissociative, ovvero per:

02(ta,02,72) = 03(t3,03,73) + 04(ta, 04,74)
si ha:

[01(t1,01,71) - 03(t3,03,73)] - 04(ts, 04,74) = 01(t1,01,71) - 02(t2, 02, 72)
01(t1,01,71) - 02(ta, 02, 72) = [01(t1,01,71) - 03(t3,03,73)] - 04(t4, 04,74)
Dimostrazione. Essendo tq,01,71,t2,02,72,t3,03,73,t4,04,74 dei numeri reali pos-

siamo scrivere:
tagya = (t1-t3) ta=t1 - (t3 - ta)
0134 = (01 + 03) + 04 = 01 + (03 + 04)
Yaya = (7 +73) + 71 =71+ (73 +74)
tro=1t1-ta =11 (t3-t4)
0o =01+ 0 =01 + (05 +6,)
Y2 =7+ =7+ 3+ %)

dimostrando la tesi. O
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Theorem 2.45. Non vale la proprieta distributiva rispetto all’addizione,
ovvero per:
03(ta, 02, 72) = 03(t3,03,73) + 04(ts, 04, 74)

si ha:
01(t1,01,71) - 02(t2,02,72) # [o1(t1,01,71) - 03(t3,03,73)] +[01(t1,01,71) - 04(ta, 04, 74)]

Dimostrazione. Facendo riferimento alla situazione descritta dal teorema 2.31
e considerando che aq,by,cq,a9,b9,¢2, ag,b3,c3,a4,b4,c4 SONO NUMeri reali, possiamo

scrivere:
Crg = Cp - ‘\/ (a3 + b3) |[+c2 - ) \ (af +b7)

C3)+(4) = [01 ' ‘\/ (a3 + 03) ‘—1—03 - ‘\/ (af +b7) }Jr
o W ey 0 -
o [ | o s - | m-

=c; - H\/(a§+b§) +‘\/(ai+b3) }+c2"\/m # Cro

dimostrando la tesi. O

Theorem 2.46. Non vale la proprieta distributiva rispetto alla sottrazione,
ovvero per:

0a(t2, 02, 72) = 03(ts, 03,73) — 04(ta, Os,74)

s1 ha:
o1(t1,01,71) - 02(t2, 02,72) # [o1(t1,01,71) - 03(t3,603,7v3)] —[01(t1,01,71) - 04(t4, 04, v4)]

Dimostrazione. Facendo riferimento alla situazione descritta dal teorema 2.31
e considerando che aq,by,c1,a9,b9,¢2, ag,bs,c3,a4,b4,c4 SONO NUmMeri reali, possiamo

scrivere:
Clo =Cq - ‘\/(a%+b§) ’—1—02- ’\/(a%—i—b%) ‘

- =|or - |y (@ + B) |43 |y (at + 03) |+
— [cl-),/(ai+bi)‘+c4- (,/(a%er%) H:

i+ [|\/tad + ) [~ |y @k + 1) [+ (s = ) [ (e + 82)

a1+ [|\@+ ) [-|y/ (@t + ) || +e - |/ (@ + 89 |# ca

dimostrando la tesi. O
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2.5 Divisione

Definition 2.47. Nello spazio RIU viene definita divisione tra due nume-

ri completi 01(t1,01,71) e o02(ta, O2,72) il numero 01 (a%,eé,fy%) rappresentato

o1(t1,01,71)

anche con il simbolo
02(t2,02,72)

che soddisfa le sequenti condizioni:

1. o (t%,%ﬁ%) - 0(ta,02,72) = 01(t1,01,71)

N |=

2. 0y(tg,02,72) # 0

La prima condizione definisce la divisione come operazione inversa rispetto
alla moltiplicazione, ed equivale a richiedere che:

t
t;:—l
2 t2
0. =6, — 0,
2
YL =71 — V2

La seconda condizione trae la sua giustificazione nella necessita di definire
la divisione in modo univoco. Infatti quando essa non vale, I’espressione:

03(ty,03,73) -0 =0

[N

oltre a richiedere un dividendo o4 (¢, 61,71) a sua volta nullo, si troverebbe ad
essere soddisfatta da piu valori di o 1 (t 1 0 1,71 ).

Theorem 2.48. Nel caso in cui 01(t1,61,71) € 03(ta, 0a,7v2) sono in rappre-
sentazione standard, e non appartengono alla retta U, la loro divisione potra
essere espressa nel sequente modo:

P (71 772)

1 €1 Co
a1 = ———5——-(a1-ag+by-by) - [ 1+
2 a3+ b+ \\/a§+b§|-\\/a§+b§’

C1 - Cy
i=— o (byras—ay b)) [ 14
e ( \\/a§+b§|-\\/a§+b§|>

1 2
- - 52‘_ ‘ 2 bQH
o= grmra (o Vil [yd o
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Dimostrazione. La divisione tra due numeri completi, come sappiamo, soddisfa
la seguente formula:

01
2

t
(t1,01,71) = t—l ~{feos (v1 = 72) - cos (61 — 02)]+
2

+ - [cos (1 = 72) - sin (6 — O2)] + u - [sin (11 — 72)[}
mentre per i moduli e le fasi coinvolte varranno le seguenti relazioni:

t=+va>+b*+ 2
t &
= arctan | ———
v ‘/a2+b2

f = arctan (9)

a

Ne consegue che le coordinate che stiamo cercando potranno essere scritte nel
seguente modo:

Y a% + b% + C% CoS {arctan ( ‘1 ) arctan < e )1
1= — J— - .
2 a3+ b+ Vai+ b a3 + b3

ortan (3 ) - rcan (22
-cos |arctan | — | — arctan | —
aq a9

/a2 L 12 2
b M - COS [arctan (L> — arctan <L)}

a

1
2 a3+ b+
) by by
-sln |arctan { — | — arctan | —

aq a9

1 :—W - sin [arctan <L) — arctan (L)]
2 Jai+bi+c3 Va? + b? a3 + b3

c

Per proseguire con la dimostrazione ¢ necessario servirsi delle seguenti
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relazioni trigonometriche notevoli:

cos (z —y) = cos (x )-COS(y)+Sin( ) - sin (y)

sin (x — y) = sin ( - cos (y) — cos (z) - sin (y)
a? + b?
cos |arctan \/m PR ) T
sin {arctan (\/W)} PR TR i b2 e
b
t )| =

cos {arc an (a)} T 62
S arcta b = v

in farctan | — )| =4/ e

Per determinare il valore della coordinata a1 i passaggi da svolgere saranno
2
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i seguenti:

a

Va2 +b+c aj + b? a2 + b3
1 = . .
ERRY % ad+02+c& \ a3+ b+

2
|
+\/a§+b§+c§ \/a2+b2+c2) (\/a1+b2 \/a2+b2
\/a1+b2 \/a2+b2>

1

Vai+ b3 \/a}+ b}

a2+b2+c2 <\/7 \/7 \/> \/7)
+\/7 \/7 ( Vad \J{;Jr\}/a;r\b/;”

arrrg (Vi var i v
- (az - Jaz+ i) (14
a3+ 03 + 3 (Ve -t y2) NCE RV EY:

Per determinare il valore della coordinata b 1 i passaggi da svolgere saranno i
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seguenti:

) _Val+bi+d ai +bf a3 + b3
%_\/2 b3 + 3 ai + b3 + a3 + b3 + c3
a3 + 05 + ¢ 1 1 1 2 2 2

2
C1
+\/a%+b?—|—c? \/a2+b2+02> (\/a1+62 \/a2+62

— g (Ve Jd-a)

Vai+ b \/ad + b3

g el (LR RO

a3 + b3 + c3 v v Va3 + b} /a3 + b}

Per determinare il valore della coordinata c:1 i passaggi da svolgere saranno
2
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i seguenti:
. _Vaitbita ¢ etk |
: a2+ R+3E ai +bi +cf |\ ai+ b5 +c

B aj + b? 3 -
a%—i—b?—i—c% a%—l—b%—f—c%

1
R [\/C?'\/a%+b§—\/%'\/@%+bﬂ

Queste relazioni hanno validita generale, nel preciso senso che sono in grado
di coprire anche i casi in cui i coefficienti a,b,c siano nulli (purché si rimanga
nell’ambito di numeri completi non situati sulla retta U dei numeri uscenti).
L’unica limitazione in questo senso ¢ data dalla necessita di evitare la seguente
situazione:

as + b3+ c3 =0

il che conferma I'impossibilita di dividere un numero completo o(¢, 6, ) per lo
zero (caratterizzato proprio dai valori ag, bs, ¢y che rendono vera la suddetta
espressione).

Volendo individuare delle relazioni che soddisfano la regola della divisione
in funzione delle effettive coordinate coinvolte, dovremo assegnare alle radici
lo stesso segno dei coefficienti situati al loro interno:

Va2 =a
Vb2 =b
N

Le relazioni ottenute saranno le seguenti:

1 C1 - Co
a1 = ———5——-(ap-ag+by-bg)- | 1+
z a%‘i‘b%‘i‘cg (1 2 1 2) < \/&%‘l‘b%\/a%—{_b%)
1 C1*Cy (24)
b = 55— (b1-az—ay-by)- | 1+ :
P agvgeg o 12)( \M%w?¢@+@>

N

1 / /
& :m'[cl' CL%—Fb%—{—CQ' a%%—b?]
2 2 2

Dal momento che i numeri completi coinvolti sono in rappresentazione stan-
dard, secondo quanto stabilito dal teorema 2.11 dovremo far valere le seguenti
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relazioni:
vad+ 03 =|y/a? + b}
\/ a3+ b3 =|\/a3 + b3
che unite a quelle indicate dalle formule (2.4), dimostrano la tesi. ]

A titolo esemplificativo del teorema appena dimostrato, supponiamo di do-
ver dividere i numeri completi in rappresentazione standard aventi coordinate:
apL=ay=by =by=c1 =cy = 1.

Il loro modulo potra essere calcolato nel seguente modo:

tlth:\/a%er%Jrc%: A+B+E=VI2+124+12=3

mentre per le loro fasi dovremo fare riferimento alle formule legate alla rap-
presentazione standard:

Cq Co
Y1 = Y2 arcan<| a%—i—bﬂ) arcan(l a§+b§|>
= arctan (—‘\}50 ~ 35, 26°

b b 1
0, = 6, = arctan <—1> = arctan <—2> = arctan <—> = 45°
ay a9 1

Applicando la regola della divisione otteniamo come risultato il numero
completo avente i seguenti valori del modulo e delle fasi:

t

1 =—=1

2 t2
N=n—r=0
9%:61—92:00

e le seguenti coordinate:

ap =t1-cos (”y%) - COoS (9%) =1-cos(0°) -cos(0°) =1
by =t -cos(yy)-sin(f;) =1-cos(0°)-sin(0°) =0
c1 =t -s1n(7%) =1-sin(0°)=0
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A questo punto possiamo verificare come le formule del precedente teorema
facciano effettivamente giungere allo stesso risultato:

1 C1 - Co
a1 =—————- (a1 -as+by-by) - [ 1+ =
2 a4+ b3+ |v@?+bﬂ4v@§+bﬂ
1 1
b1 ::'75“‘}5““5 (bi-ag—ay-by)- [ 1+ L =
2 ayt b+ |\/a3 + b3 |-|\/a3 + b3

1 1
—~.1-1-(1+=)=0
3= (143)
c1 :;~ [c -’\/a2—l—62‘—c -‘\/a2+b2
3 a%—kb%—i—cg 1 2 2 2 1 1

:§¢Lw6—1-¢220

}:

Theorem 2.49. Nel caso in cui 01(t1,61,71) € 03(t2, 0a,72) sono in rappre-
sentazione complementare, e non appartengono alla retta U, la loro divisione
potra essere espressa nel sequente modo:

1 C1 - Coy
a1 = ————— (a1 -ag+by - by)- | 1+
2 a3+ b3+ \Vﬁ+@HV@+@’

1 €1 - C2
— (b — cby) - | 1+
a2 + b3 + c2 (by - a2 = a1-by) ( \\/a§+b§|-\\/a§+b§|>

1 2
ey b2 | — ‘ 2 bZ]
o= armra o W r|a [Vda-n

Dimostrazione. Dal momento che i numeri completi coinvolti sono in rappre-
sentazione complementare, secondo quanto stabilito dal teorema 2.15 dovremo
far valere le seguenti relazioni:

Vai+0d=—[\/a?+ 82|
\ a3+ b3 =—[\/a3+ b3 |

che unite a quelle indicate dalle formule (2.4), dimostrano la tesi. ]

N

N|=
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A titolo esemplificativo del teorema appena dimostrato, supponiamo di
dover moltiplicare i numeri completi in rappresentazione complementare aventi
coordinate: a; = as = by = by =1 = ¢y = 1.

Il loro modulo potra essere calcolato nel seguente modo:

t1:t2:\/a%+b§+c§: A+B+E=VI2+12+12=3

mentre per le loro fasi dovremo fare riferimento alle formule legate alla rap-
presentazione complementare:

C1 Ca
Y1 Yo arc an(_’ —a%+b%|> arc an(_‘ —a%+b%|>
= arctan (ﬁ) ~ 1447 730

—b —b -1
0, = 0y = arctan (—1) = arctan (—2> = arctan (—) = 225°
—aq —as -1

Applicando la regola della divisione otteniamo come risultato il numero
completo avente i seguenti valori del modulo e delle fasi:

t
t;:—lzl

2 t2
== =0
0. =60, — 0, =0°

N

e le seguenti coordinate:

ay =t1-cos (”y%) - COoS (9%) =1-cos(0°) -cos(0°) =1
by =t1 - cos (fy%) - sin (9%) =1-cos(0°)-sin(0°) =0
c1=t1 -sin(yé) =1-sin(0°)=0

A questo punto possiamo verificare come le formule del precedente teorema
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facciano effettivamente giungere allo stesso risultato:

1 C1-Co
1 =—————-(a1-as+b;y-by)- | 1+
SCELET I ( |¢a%+b%\-|¢ag+bg>

é-(1+1)-<1+%>:1

1 C1-Co
b =——— by cam—ay b)) [ 1+ —
ZRUEE I ( |¢a%+b%\-|¢a3+b%\)

! (1-1) 1+ 1)=0

=3 5 )=
01:;-[02-’ a2—|—b2‘—cl-‘ a2 + b2
a3 +bs+c v V&2

1

:g-[l-\/ﬁ—l.\/i]zo

Theorem 2.50. Nel caso in cui 01(t1,01,71) € in rappresentazione standard
mentre 0y(ta,0a,72) € in rappresentazione complementare, ed entrambe non
appartengono alla retta U, la loro divisione potra essere espressa nel sequente
modo:

a

N

}:

1 C1 - Co
> a}+ b3+ }\/a§+bﬂ-}\/a§+bg‘

(by-ag—ay-by)- |1 G
= bas—a b 1
a4 bi4E T /£ 5 ||/ + B3|

1 / /
C :m'[—cl" a%—i—bg‘—@‘ a%%—b?}

Dimostrazione. Dal momento che il dividendo ¢ in rappresentazione stan-
dard, secondo quanto stabilito dal teorema 2.11 dovremo far valere le seguenti

relazioni:
V@i + b3 =|\/a? + b7 |

mentre essendo il divisore in rappresentazione complementare in riferimento al
teorema 2.15 varranno le seguenti relazioni:

\/ @3+ b3 =—[\/a3 + b3 |

che unite a quelle indicate dalle formule (2.4), dimostrano la tesi. ]

N[
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A titolo esemplificativo del teorema appena dimostrato, supponiamo di do-
ver moltiplicare il numero completo in rappresentazione standard avente coor-
dinate: a; = by = ¢; = 1 e quello in rappresentazione complementare avente le
medesime coordinate: as = by = ¢y = 1.

Il loro modulo potra essere calcolato nel seguente modo:

t1:t2:\/a§+b%+c§: B+R+E=V12+124+12=13

mentre per le loro fasi dovremo fare riferimento alle formule legate alla rap-
presentazione complementare:

C1 1
v = arctan | —— | = arctan [ — | ~ 35, 26°
(l\/a?”ﬂ) <W§\>
Co 1
V9 = arctan | ———| = arctan | —— | ~ 144,73°
<—\\/G%+b5\> <—|\/§V>

1
f; = arctan (b—l) = arctan (—) = 45°
aq 1
— —1
0, = arctan (ﬁ) = arctan (—) = 225°
—as -1

Applicando la regola della divisione otteniamo come risultato il numero
completo avente i seguenti valori del modulo e delle fasi:

ti1=—=1

2 t2

MN=Nn—"= —109,47°
01 =6 — 0y = —180°

1
ay =11 -cos(y1)-cos(f1) =1-cos(=—109,47°) - cos (~180°) = 3
by =ty - cos (V%) - sin (0%) =1-cos(~ —109,47°) - sin (—180°) = 0
—2-4/2
¢y =t1-sin (7%) =1-sin(~ —109,47°) = T\/_

A questo punto possiamo verificare come le formule del precedente teorema
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facciano effettivamente giungere allo stesso risultato:

1 €1 C
Q1 =—5——F——5 (&1 .a2+b1 .b2) . 1 — —
Poa bt NZEARNET:
1 1 1
— . (1+1)-(1-=)==
3 (1+1) ( 2) 3

1 €1 Cy
br =————— by a0 —ay - b)) - [ 1=
iTgegeg (e 2>< y¢ﬁ+mﬂ¢¢@+wy>

1 5
L =—5——5——|—c1-|\/a3 + b3 |—c -)\/a2+b2
: a3 + b3 + c3 [ ! ’ 2T te

1 —2-V2
:g.[_l.\/ﬁ_l.\/ﬁ]:T

Theorem 2.51. Nel caso in cui o1(t1,01,71) € in rappresentazione comple-
mentare mentre 0y(te, 02,v2) € in rappresentazione standard, ed entrambe non
appartengono alla retta U, la loro divisione potra essere espressa nel sequente
modo:

]:

1 C1 - Coy
a;=—~(a1~a2—|—bl-b2)- 1—
P thto ( wa%+b%\~wa3+bz>

(by-ag—aq-by)- |1 i
L= (biras—ag b)) 1=
2 ag++dg | /a3 + b || /a3 + b3 |

1 5
L= —5——F5——="|c1-|\/a3 + b} |+c ~‘\/a2+b2]
2 a3 + b3 + c3 [1 ‘ 20 Lo

Dimostrazione. Dal momento che il dividendo ¢ in rappresentazione comple-
mentare, secondo quanto stabilito dal teorema 2.15 dovremo far valere le

seguenti relazioni:
Vai+ b =—|\/ai+ b} |

mentre essendo il divisore in rappresentazione standard in riferimento al teo-
rema 2.11 varranno le seguenti relazioni:

\/ a3+ b3 =|\/a3 + b3

che unite a quelle indicate dalle formule (2.4), dimostrano la tesi. ]
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A titolo esemplificativo del teorema appena dimostrato, supponiamo di do-
ver moltiplicare il numero completo in rappresentazione complementare avente
coordinate: a; = by = ¢ = 1 e quello in rappresentazione standard avente le
medesime coordinate: as = by = ¢y = 1.

Il loro modulo potra essere calcolato nel seguente modo:

t1:t2:\/a§+b%+c§: B+R+E=V12+124+12=13

mentre per le loro fasi dovremo fare riferimento sia alle formule legate alla
rappresentazione standard che a quella complementare:

C1 1
v = arctan | ——| = arctan | ——— | ~ 144,73°
<—\\/a?+bﬂ> <—|\/§V>
¢ e ¢ ! 35, 26°
Yo = arctan [ ——— | = arctan | — | ~ 35,
|\/a3 + b3 | V2]

— -1
f; = arctan (£> = arctan (—> = 225°
—Qaq —1
1
0, = arctan (b—Q) = arctan (—) = 45°
a9 1

Applicando la regola della divisione otteniamo come risultato il numero
completo avente i seguenti valori del modulo e delle fasi:

ti1=—=1

2 t2
M=n—"= 109,47°
01 =6, — 6, =180°

e le seguenti coordinate:

1
ap =ty - cos (7%) - cos (0%) =1-cos(~109,47°) - cos (180°) = 3
by =ty -cos(yy)-sin(f1) =1-cos(~109,47°) - sin (180°) = 0
2.2
cr =t -sin(yé) =1-sin(~109,47°) = T\/_

A questo punto possiamo verificare come le formule del precedente teorema
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facciano effettivamente giungere allo stesso risultato:
1 C1 - Co
alzﬁ'(&l'ag—i—bl‘bg)- 1— =
2 aytbto |3 + 02 |-|/a3 + b3

Ly (1)

1 C1 - Cy

= (by-as—ar b)) 1= —
FTErRtg e 2>< y¢a§+b§;.wag+bg|>

1 1
——.1-1-(1-2)=0
;-1 (1-3)
:;.[Cl.‘ a2+b2
a%—i—bQ—i-c% Vo2 2

[1\/_+1\/_] \/_

Theorem 2.52. Nel caso in cui solo o1(t1,61,7v1) appartiene alla retta U
mentre 0q(ta, 02,v2) € in rappresentazione standard, la loro divisione potra
essere espressa nel sequente modo:

b

+co - ’\/G%‘i‘b% ]:

N[

Oé(a%7b%ac%)(t%,0%ﬁ%) = %( )—i_Z b1 (01— 92)+u C1 ('yl v2)
dove:
1 as - cos (01) + by - sin (6;)
& Sl g SO e
az + 05 + ¢ |/ a3 + b3 |
1 as - sin (61) — by - cos (61)
e giga @) o
az + 05+ ¢ |/ a3+ 05 |
1
— 2 b2
Ry R

Dimostrazione. La divisione tra due numeri completi, come sappiamo, soddisfa
la seguente formula:

(t1 91,71) = % {fcos (71 — 7o) - cos (01 — 65)]+

+q- [COS ('Yl — 72) - sin ((91 - 92)] +u- [Sin (71 - 72)]}

Dal momento che o4 (t1, 01,v1) appartiene alla retta U avra i seguenti valori

di modulo e fasi:
-/
71 = sign (1) - 90°

b
f, conosciuto # arctan (—1>
ai
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diversamente da oq(t2, 02, 72) che avra invece i seguenti valori:

ty = 1\/a3 + b3 + 3

£ =
7y = arctan [ ———
a3 + b3

f, = arctan (b—2>

az

Ne consegue che le coordinate che stiamo cercando potranno essere scritte
nel seguente modo:

G

. o Ca
1 =———————"cos |sign (c¢;) - 90° — arctan (—)] :
N RN [ (@) Vas + b3

- COS {91 — arctan <b—2>}
Qa2

D)
1

. o Co
1 =———=———"c0s [sign(c;) - 90° — arctan (—)] .
: BBt a [ (@) N

b
- sin [91 — arctan (—2)]
a2

a

b

2
(&) . . ° Co
c1 =——————-sin |sign (¢1) - 90° — arctan (—)}
2 A+ R+ { Va3 + b3

Per proseguire con la dimostrazione ¢ necessario servirsi delle seguenti
relazioni trigonometriche notevoli:

cos (z — y) = cos (x) - cos (y) + sin (z) - sin (y)
sin (x — y) = sin (x) - cos (y) — cos (x) - sin (y)

cos |arctan _c = ﬂ
VaZtrr)| Va+p2+e2

i c c?
Sin {arctan (\/(12:_}_172) = m
Ccos [arctan (é>] = @
a a? + b?
sin |arctan (9)1 = b
a a? + b2

cos [sign (x) - 90° — y] = sign (x) - sin(y)
sin [sign (x) - 90° — y| = sign () - cos(y)
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Per determinare il valore della coordinata a1 i passaggi da svolgere saranno
. . 2
1 seguenti:

2 2
ay =sign(c;) - 2 \/C_l N2+ z% +c3
2
b2 - cos (A1) + e sin (91)] =
- sign (c1) \/‘ \/’ Va3 - cos (61) + /b3 - sin (6;)
a2 + b2 \/m

Per determinare il valore della coordinata b% i passaggi da svolgere saranno
1 seguenti:

2
b1 =sign (¢ \/a Cg
2 ¢::?:g GERE

b2
+sin (61) — oo (91)}:

/a3 - sin 01) b2 - cos (
———5— - sign (cy) \/> f :
a2 + b 3+ b3

2

[\

Per determinare il valore della coordinata c1 i passaggi da svolgere saranno
. . 2
1 seguenti:

2 2 b2
1 =sign (cq) - a . 2a2%; 2 =
: Va3 + b3+ c3 ay + b3 + ¢
RN N
- sign (c a3 + b3
a2+b2 gn (1) 2

Queste relazioni hanno validita generale, nel preciso senso che sono in grado
di coprire anche i casi in cui i coefficienti ay,bs,c5 siano nulli (purché os(asg, be, c2)
rimanga nell’ambito dei numeri completi non situati sulla retta U).

L’unica limitazione in questo senso ¢ data dalla necessita di evitare la
seguente situazione:

c

a3 +b3+c3 =0

il che conferma I'impossibilita di dividere un numero completo o(¢, 6, ) per lo
zero (caratterizzato proprio dai valori ag, bo, ¢y che rendono vera la suddetta
espressione).

Volendo individuare delle relazioni che soddisfano la regola della divisione
in funzione delle effettive coordinate possedute dai numeri completi coinvolti,
dovremo adottare per tutti i coefficienti a,b,c la convenzione vz2 = z, tranne
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che per ¢; per il quale dovra valere la convenzione Va2 = |z|. La ragione
é presto detta e dipende dal fatto che se applichiamo anche per ¢; la solita

convenzione, avremo:
sign (e1) -/ = [ea]

e quindi un risultato della divisione che dipendera dal modulo della coordinata
¢1. Imponendo invece v 2? = |z| avremo:

sign (e1) - /e =

e quindi un risultato della divisione che dipendera dall’effettivo valore di tale
coordinata.
Le relazioni ottenute saranno le seguenti:

1 as - cos (01) + by - sin (0;)
= armra @e) —
az + 03 + 63 vas + bs

1 ( ) as - sin (61) — by - cos (07)
| = ——m—+—— - (c1 - C .
A+ Rra /a2 + b2

1 /.2
= .- 4 b2
€4 a2 + b3 + c3 “aryaeTo

Dal momento che il numero o0s(asg, by, c2) € in rappresentazione standard,
secondo quanto stabilito dal teorema 2.11 dovremo far valere la seguente

(2.5)

relazione:
\/ a3+ b3 = |\/a3 + b3 |
che unita a quelle indicate dalle formule (2.5), dimostrano la tesi. [

A titolo esemplificativo del teorema appena dimostrato, supponiamo di
dover moltiplicare il numero uscente di coordinata ¢; = 1 e fase #; = 30° con
un numero completo in rappresentazione standard avente coordinate: as =1,
b2 = —1, Co = 1.

Il loro modulo potra essere calcolato nel seguente modo:

h=yJart = Ja=vi=1

ty=1/a3+b3+3 =12+ (-1 +12=V3

mentre per le loro fasi nel caso del numero uscente abbiamo:

v = sign (¢p) - 90° = 90°
0, = 30°



Numeri nello spazio n dimensionale 73

mentre nel caso del numero completo dovremo fare riferimento alle formule
legate alla rappresentazione standard:

Co 1 °
vy = arctan | ——— | = arctan [ — | ~ 35,26
Qv@+@0 (W@>

b -1
05 = arctan (—2) = arctan (—) = —45°
(05} 1

Applicando la regola della divisione otteniamo come risultato il numero
completo avente i seguenti valori del modulo e delle fasi:

1
ay =11 - cos (7%) ~cos (01) = Vel cos (~ 54,74°) - cos (75°) ~ 0,09
1 o . o
by =11 -cos(y1)-sin(fy) = 7 cos (=~ 54,74°) - sin (75°) ~ 0, 32
: I o V2
c%:t%-sm(fy%):ﬁ-sm(:&l,m)f?

A questo punto possiamo verificare come le formule del precedente teorema
facciano effettivamente giungere allo stesso risultato:

" 1 (c1- ) as - cos (01) + by - sin (6;)
] = . . —=
SRR Neaxd
1 | cos (30°) — sin (30°) ~0.09
3 V2]
by — 1 as - sin (01) — by - cos (61)

Vavgrg T ava
_ 1 sin (30°) + cos (30°) ~0.32
3 V2|

1 2
1L =————— ¢ |\/ a3 + b3
P a3+ +d |

Theorem 2.53. Nel caso in cui solo o1(t1,01,7v1) appartiene alla retta U
mentre 09(ta,09,72) € in rappresentazione complementare, la loro divisione

1 V2
——.1. W2 =22
3 ’\/_’ 3
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potra essere espressa nel sequente modo:

2§03 0p ey oy = Gy T Do T )
dove:
1 ay - cos (61) + by - sin (6;)
a1 =~y () —
ay + 05+ ¢ /a3 + b3 |
by — 1 ay - sin (01) — by - cos (6)

_—'C.C .
a2 + b2 + 2 (c1 - c2) |\/a2 + b2 |

1 2
c —————— ¢ [\/a3+ b3
2 d+b+d NICEL

Dimostrazione. Dal momento che il numero o0y(as, by, ¢2) € in rappresentazione
complementare, secondo quanto stabilito dal teorema 2.15 dovremo far valere

la seguente relazione:
\ a3+ b3 = —|\/a3 + b3 |

che unita a quelle indicate dalle formule (2.5), dimostrano la tesi. O

1
2

A titolo esemplificativo del teorema appena dimostrato, supponiamo di
dover moltiplicare il numero uscente di coordinata c¢; = 1 e fase #; = 30° con
un numero completo in rappresentazione complementare avente coordinate:
(12:1,[)2:—1,02:1.

Il loro modulo potra essere calcolato nel seguente modo:

h=yJd b= Jd=vi=1

ty=1[ai+ 34+ c3 =12+ (-1)2+12=3

mentre per le loro fasi nel caso del numero uscente abbiamo:

v = sign (¢p) - 90° = 90°
Ql - 300

mentre nel caso del numero completo dovremo fare riferimento alle formule
legate alla rappresentazione complementare:

Co 1
Y9 = arctan | ———— | = arctan | ——— | =~ 144, 74°
<4v@+ﬁﬂ> <—W50

— 1
0, = arctan (ﬁ) = arctan (—) = 135°
—as -1



Numeri nello spazio n dimensionale 75

Applicando la regola della divisione otteniamo come risultato il numero
completo avente i seguenti valori del modulo e delle fasi:

; t1 1

1= — = —=

2 1y \/5
V1= ~ —54,74°

9% =0, — 92 = —105°

e le seguenti coordinate:

1
ay =t - cos (v1) - cos (0%) = 7 cos (~ —b4,74°) - cos (—105°) ~ —0,09
1
bi =t1-cos(v1)-sin(f1) = —= - cos (=~ —54,74°) - sin (—105°) ~ —0, 32
2 2 2 2 \/g
1 2
c1 =t -sin (y1) = ﬁ in(~ —54,74°) = —%

A questo punto possiamo verificare come le formule del precedente teorema
facciano effettivamente giungere allo stesso risultato:

1 as - cos (61) + by - sin (6;)

al:_—'C'C .
T A N /]

:_1_1.005(300)—sin(300) ~ 0,09
3 V2]

_ 1 (C c ) (05} - sin (61) —b2 - COS (91)
R e A N N ]
1 sin (30°) 4 cos (30°)

—_—Z.1. ~ —(,32
3 V2|

I V2
= 52‘__ 12l = =222
3 a2+b2—|—62 ‘ @+ V2| 3

b

C

Theorem 2.54. Nel caso in cui solo 0y(te,02,v2) appartiene alla retta U
mentre o01(ty1,01,71) € in rappresentazione standard, la loro divisione potra



76 Nicola D’Alfonso

essere espressa nel sequente modo:

03(a3, by cy)uy oy = Oycny £ by + U Gy
dove:
c1 ay-cos(fy) + by -sin (6s)
aL = — -
PG [Vt + 01|
p O by - cos (63) — ay - sin (6;)

[SIES

€2 |V ai + b |
1 /42
—_ . +b2

Dimostrazione. La divisione tra due numeri completi, come sappiamo, soddisfa
la seguente formula:

t
01(t1,01,71) = t—l +{[cos (71 — 2) - cos (61 — b2)]+
2

1
2

+1i - [cos (1 — 7y2) - sin (0 — 02)] + - [sin (1 — 2)]}

Dal momento che 0y(ts, 02, 72) appartiene alla retta U avra i seguenti valori

di modulo e fasi:
.

Yo = sign (cz) - 90°
b
6, conosciuto # arctan (_2)
as

diversamente da o1 (¢, 61,7;) che avra invece i seguenti valori:

ty =y/a?+ b3+
t a
v1 = arctan | ————
a? + b?

)

Ne consegue che le coordinate che stiamo cercando potranno essere scritte

f, = arctan (

@|®'
_ |
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nel seguente modo:

VS R p)
=Y - —  —~ .cos |arctan [ ———— | — sign (cy) - 90°|-
5 /—a% b% g (2)

&)

st (2] -4
- cos |arctan — 0,
a1

\/ﬁ
b :m - COS [arctan (C—1> — sign (Cz) : 900]
2 Vai+ b?

&5

) b
-sin |arctan — 65
3]
/2 12 2
cit+bi+ei l ( C1 ) . o
1 =~————— .sin |arctan | —— | — sign(cz) - 90
2 3 Vai+b3
Per proseguire con la dimostrazione ¢ necessario servirsi delle seguenti
relazioni trigonometriche notevoli:

a

[N

(NI

c

cos (x — y) = cos (z) - cos (y) + sin (x) - sin (y)
sin (z — y) = sin (z) - cos (y) — cos (z) - sin (y)

2 1 p2
cOoS [arctan (;>} = %
Va? t b2 Vaz+o2+e

2

sin larctan (; :| = %
Va?+ b2 Va2+o?+c

cos |arctan 9 = a
al| V a2+

sin |arctan b

V a2 + b2

0°] = sign (y) - sin(x)
sin [z — sign (y) - 90 °] = —sign (y) - cos(x)

cos [x — sign y) 90

Per determinare il valore della coordinata a1 i passaggi da svolgere saranno
. . 2
1 seguentl:

a sign (c2)

1 =
2

\/cl+b2+cl
a1+62+cl

—1—62 - cos (02) + P - sin ( 92
V 1 1+

by
‘ VE /a3 - cos (0,) + /b3 -sin (

2 2 72
c5 aj + by

=sign (¢g)
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Per determinare il valore della coordinata b% i passaggi da svolgere saranno
1 seguenti:

\/c%—l—b%—i-c% c%

b1 =sign (cg) -

2 3 a? + b + C%.
L cos () L sin (6)
. ——5 * COS — S111 =
a2 + b2 2 a2 + b2 2
2 b2 . 0y) — 2. gin (@
=sign (¢y) - C; L Vi cos 2>2 ;11 sin (62)
CQ al + bl

Per determinare il valore della coordinata c1 i passaggi da svolgere saranno
. . 2
1 seguenti:

cd+ b+ 3 a? + b2

1
= —5j . . = —gj . 2 2
1 sign (¢2) \/% PR e sign (¢) \/% \/ay + bj

Queste relazioni hanno validita generale, nel preciso senso che sono in grado
di coprire anche i casi in cui i coefficienti ay,b1,¢; siano nulli (purché oq(aq, by, ¢1)
rimanga nell’ambito dei numeri completi non situati sulla retta U).

L’unica limitazione in questo senso ¢ data dalla necessita di evitare la
seguente situazione:

C

2 _
;=0

il che conferma l'impossibilita di dividere un numero completo o(¢,0,~) per
lo zero (caratterizzato proprio dai valori di ¢y che rendono vera la suddetta
espressione).

Volendo individuare delle relazioni che soddisfano la regola della molti-
plicazione in funzione delle effettive coordinate nei numeri completi coinvolti
dovremo adottare per tutti i coefficienti a,b,c la convenzione vz2 = z, tranne
che per ¢, per il quale dovra valere la convenzione V2 = |z|. La ragione
¢ presto detta e dipende dal fatto che se applichiamo anche per ¢y la solita
convenzione, avremo:

sign (¢2) 1
3 |2

e quindi un risultato della moltiplicazione che dipendera dal modulo della
coordinata cy. Imponendo invece vV a? = |z| avremo:

sign (cz) 1
3 Ca

e quindi un risultato della moltiplicazione che dipendera dall’effettivo valore
di tale coordinata.
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Le relazioni ottenute saranno le seguenti:

c1 g - cos (f2) + by - sin (6)

air = .
by — a by - cos (63) — ay - sin (6;) (2.6)

N

C2 Va+ b3
1 2
=/ b2
1 - ai + 0y

Dal momento che il numero o,(ay, b1, c1) ¢ in rappresentazione standard,
secondo quanto stabilito dal teorema 2.11 dovremo far valere la seguente

C

relazione:
Vai+ b3 =|\/ai+ b7
che unita a quelle indicate dalle formule (2.6), dimostrano la tesi. O]

A titolo esemplificativo del teorema appena dimostrato, supponiamo di
dover moltiplicare il numero numero completo in rappresentazione standard
avente coordinate: a; = 1, by = —1, ¢; = 1 con un uscente di coordinata
co = 1 e fase 65 = 30°.

Il loro modulo potra essere calcolato nel seguente modo:

ti=1[a2+bB+c =12+ (-1)2+12=V3

o= 3+ B+ E=JE=VI=1

mentre per le loro fasi nel caso del numero uscente abbiamo:

72 = sign (¢z) - 90° = 90°
62 - 300

mentre nel caso del numero completo dovremo fare riferimento alle formule
legate alla rappresentazione standard:

C1 1
v = arctan | ——— | = arctan [ — | ~ 35, 26°
(l\/a?“ﬁ\) <\ﬁ|>

—1
f; = arctan (b—l) = arctan (—) = —45°
aq 1

Applicando la regola della divisione otteniamo come risultato il numero
completo avente i seguenti valori del modulo e delle fasi:
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e le seguenti coordinate:

ay =t - cos (7%) - COoS (0%) = /3 cos (~ —54,74°) - cos (=75°) ~ 0, 26
by =t - cos (fy%) - sin (9%) — /3 - cos (~ —54,74°) - sin (—75°) ~ —0,97
c1 =11 -sin (7%) = V3 -sin (~ —54,74°) = —/2

A questo punto possiamo verificare come le formule del precedente teorema
facciano effettivamente giungere allo stesso risultato:

~ca ap-cos () +by-sin(fy)  cos(30°) —sin (30°) 0.96

aL = — =
2 o /a2 + b | V2]
b G by - cos (02) —ay -sin (f)  —cos (30°) —sin (30°) 0,97

N|=

C2 |V ai + b7 | N V2]
1

@:_—¢wﬁ+@:;ﬁ

2 Co

Theorem 2.55. Nel caso in cui solo 0y(ts, 6s,77) appartiene alla retta U
mentre o1(t1,01,71) € in rappresentazione complementare, la loro divisione

potra essere espressa nel sequente modo:

(a3, 01:¢3) ey 0y0p) = Gay F 8 Do) F 8 )

c1ay-cos(6y) + by -sin (6;)

a1 = :
RN

c1 by -cos(fy) —ay -sin(6;)

i )
PG [Vt + 01 |
1 / 2

- b2
o ‘ aj + 0

Dimostrazione. Dal momento che il numero o0;(ay, by, ¢1) ¢ in rappresentazione
complementare, secondo quanto stabilito dal teorema 2.15 dovremo far valere

la seguente relazione:
Vai+ b =—|\/ai+ b3 |

che unita a quelle indicate dalle formule (2.6), dimostrano la tesi. []

N|=

A titolo esemplificativo del teorema appena dimostrato, supponiamo di
dover moltiplicare un numero completo in rappresentazione complementare
avente coordinate: as = 1, bp = —1, co = 1 con il numero uscente di coordinata

¢y = 1 e fase 6; = 30°.
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Il loro modulo potra essere calcolato nel seguente modo:

t=yad+0 4+ =1+ (-1)2+12=V3

b=/ + B+ 3= 3 =vI=1

mentre per le loro fasi nel caso del numero uscente abbiamo:

72 = sign (¢z) - 90° = 90°
0y = 30°

mentre nel caso del numero completo dovremo fare riferimento alle formule
legate alla rappresentazione complementare:

C1 1
v1 = arctan | ————= | = arctan | ——= | =~ 144,74°
(-hﬂﬁ+bﬂ> <4V?>

f, = arctan (_—bl> = arctan (L> = 135°
—Qaq —1

Applicando la regola della divisione otteniamo come risultato il numero
completo avente i seguenti valori del modulo e delle fasi:

h_v3

t1 = — =
2 to
V1= — 72 > 54,74
01 =61 — 0, =105°
e le seguenti coordinate:

ay =ty -cos (7%) - COoS (9%) — /3 - cos (~ 54, 74°) - cos (105°) ~ —0, 26
by =t1 - cos (V%) - sin (9%) = /3 cos (~ 54, 74°) - sin (105°) ~ 0,97
c1 =ty -sin(y1) = V3 -sin (= 54,74°) = V2

A questo punto possiamo verificare come le formule del precedente teorema
facciano effettivamente giungere allo stesso risultato:

_a ap-cos(f) +bi-sin(fa)  cos(30°) —sin(30°) 0,96

1
2 o |V/a3 + b3 | V2]

_ & bi-cos(0y) —ay-sin(fy)  —cos(30°) —sin (30°) 0,97

1
P [Vai + bt | V2]

1
@:—¢wﬁ+@=¢§
2 Co
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Theorem 2.56. Nel caso in cui sia 01(t1,01,71) che os(ta, 09,72) apparten-
gono alla retta U, la loro divisione potra essere espressa nel sequente modo:

O% (al’ b1, Cl)“ O171) = a%(t;) +i b%(91—92) tu- C%(’Yl—’m)

t

dove
C1
a1 = — - cos (0; — 0y)
2 Coy
b = < sin (01 — 09)
2 Ca
c1 =0

Dimostrazione. La divisione tra due numeri completi, come sappiamo, soddisfa
la seguente formula:

o1
2

(t%,H%,’y%) = i—; {[cos (71 — 72) - cos (01 — o)+
+i - [cos (y1 — y2) - sin (61 — 02)] + - [sin (71 — 72)]}

Dal momento che o;(t1,01,71) e 02(t2,02,72) appartengono alla retta U
avranno i seguenti valori di modulo e fasi:

tlz\/;%
b= Ja

71 = sign (1) - 90°
72 = sign (cz2) - 90°

b
01 conosciuto # arctan (—1>
ai

b
0y conosciuto # arctan (—2>
a2

Ne consegue che le coordinate che stiamo cercando potranno essere scritte nel
seguente modo:

=N

- cos [sign (c1) - 90° — sign (¢z) - 90°] - cos (01 — 02)

Q
=

Q ‘m %“%’%
o[~ ollRi] B

- cos [sign (c1) - 90° — sign (¢y) - 90°] - sin (0; — 02)

(=

N

- sin [sign (¢1) - 90° — sign (¢g) - 90°]

SIS
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Considerando che quando ¢; e ¢, hanno segni concordi si ottiene:
cos [sign (¢1) - 90° — sign (cz2) - 90°] = cos (£0°) = 1 = sign (¢y) - sign (¢y)
sin [sign (¢;) - 90° — sign (c2) - 90°] = sin (£0°) =0

e che che quando hanno segni discordi si ottiene:

cos [sign (¢1) - 90° — sign (c2) - 90°] = cos (£180°) = —1 = sign (¢;) - sign (¢2)
sin [sign (¢1) - 90° — sign (c2) - 90°] = sin (£180°) =0

potremo scrivere:

a%:sign(cl)-sign(02)~ = - cos (61 — 02)
&5

by — sign (cr) -sign (e2) - XL -sin (61 — 0)

1 = S1g€Nn (C1) - S1g11 (Cy ) - - S1n (U7 — U9

c1 =0

o=

Volendo individuare delle relazioni che soddisfano la regola della moltiplicazio-
ne in funzione delle effettive coordinate nei numeri completi coinvolti dovremo

adottare per i coefficienti ¢;,co la convenzione vz? = |z|. Infatti in questo
modo otteniamo:
- 2 _
sign (c1) - /e =
sign (c2) 1
3 C2

e quindi un risultato della moltiplicazione che dipendera dall’effettivo valore
di tali coordinate: La relazione che otteniamo seguendo queste convenzioni
dimostra la tesi. O]

A titolo esemplificativo del teorema appena dimostrato, supponiamo di
dover moltiplicare un numero uscente di coordinata ¢; = 1 e fase 6; = 30° con
il numero uscente di coordinata ¢y = 1 e fase 6y = 30°.

Il loro modulo potra essere calcolato nel seguente modo:

h=yJ@ st = =vi=1
o= 3+ B+ E=\JE=VIi=1
mentre per le loro fasi abbiamo:
v = sign (¢p) - 90° = 90°
72 = sign (¢z) - 90° = 90°
091 - 300
0y = 30°
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Applicando la regola della divisione otteniamo come risultato il numero
completo avente i seguenti valori del modulo e delle fasi:

t
t;:—1:1
2 t2
TL=m =7 =0
9 :01—92:00

ar =ty -cos (7%) - COS (0%) =1-cos(0°) -cos(0°) =1
by =t - cos (’y%) - 8in (9%) =1-cos(0°)-sin(0°) =0
cr=t1-sin(y;) =1-sin(0°) =0

A questo punto possiamo verificare come le formule del precedente teorema
facciano effettivamente giungere allo stesso risultato:

2
a, = C;-COS(Ql—Qg):l-COS(OO):l
2 CQ
2
b = YL .sin (6, —6,) =1-sin(0°) =0
c1 =0

1

2
Theorem 2.57. Risulta indivisibile rispetto alla divisione il numero com-

pleto 0, ovvero per:

01(t1,01,7) =0

st ha:
01(’51, 917’71)

02(’52, 92»72)
Dimostrazione. Essendo t1,01,71,t2,02,72 dei numeri reali possiamo scrivere:

to to
9% = 0, — 65 = 0, — indeterminato = indeterminato

=0

t

N

V=M= indeterminato = indeterminato

dimostrando la tesi. O

Theorem 2.58. Risulta neutro rispetto alla divisione il numero completo
Ls), ovvero per:
09(az, bz, c2)(s) = 1(s)
st ha:
01(t1,01,m)

= t1,0
02(t2792,72) 01( a 17%)
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Dimostrazione. Essendo t1,01,71,t2,02,72 dei numeri reali possiamo scrivere:

t t
bt
2 to 1

0. =0, —0,=0,—-0=10,

t

N

’Y% =7 —Y2=71—-0=m
dimostrando la tesi. O

Theorem 2.59. Risulta identico rispetto alla divisione il numero completo
che che identifica la stessa posizione rispetto all’origine, ovvero per:

02(t2792772) = 02(t1,91,71)
st ha:
01(t1,01,71) -1
= (5
02<t2702a72)

Dimostrazione. Essendo t1,01,71,t2,02,7 dei numeri reali possiamo scrivere:

h_th_
ta 1

6;:91—62:61—91:0

t

[N

N

N=EnNn—r=n-n=0
dimostrando la tesi. O
Theorem 2.60. Vale la proprieta invariantiva, ovvero:

01(t1,01,m) _ [o1(t1,01,71) - 03(t3,03,73)]

(

03(ta, 02, 7v2)  [0a(ta, Ba,72) - 03(t3,03,73)]
(
(

)

o1(t1,61,71)
) _ 03(t3,03,73)
) j

01 t 917’}/1

T oa(t2,02,72

02(t2, 927 72 03(t3,03,73

Dimostrazione. Essendo t1,01,71,t2,02,72,t3,03,73 dei numeri reali possiamo scri-
vere:

t
t1 = e
2 t2
01 = (01— 0>)
= (’Yl V2)
t1 13 t

1-3) = = —
(2-3) tQ : t3 tg

9% (91 + 93) (92 + ‘93) - 91 — 02
Tasn =M +73) = (2 +7) =1 — 7

—~
[
| o
I



86 Nicola D’Alfonso

B h
3 13 2
0 4 = (01 —03) — (05— 03) = 61 — O,
)
Yo === (2—7)=n—7n
2)
dimostrando la tesi. ]

Theorem 2.61. Non vale la proprieta distributiva rispetto all’addizione,
ovvero per:

01(t1,01,71) = 03(ts, 03,73) + 04(ta, 04,74)

o1(t1,01,7) 4 [03(153,93,73)]+[04(t4794ﬁ4)]

02(t2, 02, 72) 0a(t2, 02, 72) 02(ta, 02, 72)

Dimostrazione. Facendo riferimento alla situazione descritta dal teorema 2.48
e considerando che aq,by,c1,a2,b9,¢9, as,bs,c3,a4,b4,c4 SONO NUMeri reali, possiamo

scrivere:
c -t [ ‘\/ (a3 + b3) ‘\/ (a? + b?) ]
a3 + b3 + 3

C(%)+(3>:ﬁ2+02 [ ‘m ‘m]
T[ V|- [ +m
a2+b2 {C?”LC“ ’WH
—cy - H\/(a3+b§)’+’\/(ai+bi) ”:
e cu T
o By

dimostrando la tesi. O

st ha:

N

1=

(ST

Theorem 2.62. Non vale la proprieta distributiva rispetto alla sottrazione,
ovvero per:

01(751, 91,71) = 03(t3, 93a73) - 04(t4, 94:%)
st ha:

o1(t1,01,7) y [03(153,93,73)]_[04(154,94,74)]

02(t2, 02,72) 02(ta, 02, 72) 02(t2, 02, 72)



Numeri nello spazio n dimensionale

87

Dimostrazione. Facendo riferimento alla situazione descritta dal teorema 2.48
e considerando che aq,by,c1,a9,b9,¢2, a3,b3,c3,a4,b4,c4 SONO NUMeri reali, possiamo

scrivere:
1
¢ a3 + b3 + c3 [ (a +

1 / /
0(3)7( ):—a%_i_b%_'_cg . |:CB ‘ a2+b2 ‘ a3+b2 :|
1
—m' [04-‘\/(@—1-6%)‘—02-‘V(aiiji)
1 \/7
. w’
R { —a) ‘ (a2 +02) |+
—C'H\/ag—l—bQ —‘\/ai—l—b? ]}:
a2+62 {cl ’\/ (a3 +b3) |+
[}#e
O

o W(a§+b§> | /at+ )
dimostrando la tesi.

Theorem 2.63. Vale la proprieta di equivalenza moltiplicazione divisione,
ovvero:

(a3 + b3) |—

N[

|
SIEN

}:

=

01(t1, 04,
01(t1,01,71) - 02(t2,02,72) = - 1(h 11 n)

02(t2,02,72)

01(tq, 01, 1
02559233 ot O B )
Dimostrazione. Essendo t1,01,71,t2,02,72 dei numeri reali possiamo scrivere:
o =t - b
010 =0, + 05
Y2 =71t 72
t

t

t1 = 2

2 t2
9% == (91 - 92)
7= =)
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by I 1
by ty 1
91.% =01+ (—03) =0, — 0,
Tl =M +(=72) =7 — 72
dimostrando la tesi. ]

2.6 Potenza n-esima

Definition 2.64. Nello spazio RIU viene definita potenza n-esima del nu-
mero completo o(t,0,v) con n (numero naturale) detto esponente e o(t,0,7)
base, il numero o (tyn, Orn, Yrn) Tappresentato anche con il simbolo o(t,8,~)"
che soddisfa le sequenti condizioni:

1. o(t,0,y)" = o(t,0,7) - ... o(t,0,v) forn >0

2. o(t,e,fy)”:%zl forn=0

1
3. O(t,@,’}/)n:m fO’f”I’L<O

o(t,0,7)
4. n>0 foro(t,0,7) =0

Si noti che il termine o(t,8,~) nella prima e nella terza condizione é inteso
apparire |n| volte.

La prima condizione definisce il ripetersi della moltiplicazione della base per
sé stessa un numero positivo di volte, la seconda un numero 0 di volte, e infine
la terza un numero negativo di volte. Tutte queste condizioni equivalgono a
richiedere:

trn = t"
HTHZQ'R
Yrn =71

La quarta condizione trae la sua giustificazione dall’'impossibilita di definire il
modulo della potenza n-esima quando ad essere moltiplicato per sé stesso per
un numero 0 o negativo di volte € proprio lo 0, in quanto in quel caso sarebbero
presenti le seguenti divisioni per 0:

o(t,ﬁ,’y)”:gzl pern =0

1
o(t,0,y)" = o per n < 0 con 0 che appare |n| volte

0
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Theorem 2.65. Vale la proprieta del prodotto degli esponenti, ovvero:
(On)m — 0n~m

Dimostrazione. Applicando a (0™)™ e 0™™ la definizione di potenza n-esima
precedentemente introdotta si ottiene effettivamente lo stesso risultato, come
si puo osservare dalle seguenti relazioni nel caso in cui (m,n) siano entrambi
maggiori di zero:

(0" =(0-0-...-0)-(0-0-...-0)-...-(0-0-...%0)

"M =(0-0-0-0-...:0)

0
E facile verificare come tutte le coppie di relazioni ottenibili presentino un
totale di |n - m| termini o(¢,6,~) al numeratore o al denominatore. Poiché
questo risultato non dipende dai particolari valori assunti da o(t, 8, ) possiamo
considerare quella qui esaminata una proprieta valida in generale. O

Theorem 2.66. Vale la proprieta della somma degli esponenti, ovvero:

Dimostrazione. Applicando a (0™-0™) e 0" la definizione di potenza n-esima
precedentemente introdotta si ottiene effettivamente lo stesso risultato, come
si puo osservare dalle seguenti relazioni nel caso in cui (m,n) siano entrambi
maggiori di zero:

o"-om=(0-0-0-0-...-0)-(0-0-...-0)

"+m:(0-0-0-0-0-0-0-0-...-0)

0
E facile verificare come tutte le coppie di relazioni ottenibili presentino un
totale di |m + n| termini o(¢,6,v) al numeratore o al denominatore. Poiché
questo risultato non dipende dai particolari valori assunti da o(t, 0, v) possiamo
considerare quella qui esaminata una proprieta valida in generale. O

Theorem 2.67. Vale la proprieta della differenza degli esponenti, ovvero:

. . . 7 _ o . . .
Dimostrazione. Applicando a (%) e 0"~ la definizione di potenza n-esima

precedentemente introdotta si ottiene effettivamente lo stesso risultato, come
si puo osservare dalle seguenti relazioni nel caso in cui (m,n) siano entrambi
maggiori di zero:

O'I’L

Z =(0-0-0-0-...-0 sen>m
( )

Om

o

"=(0:00-0-0-0-0-0"...-0) sen>m
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o" 1

— = sen <m

o™  (0-0-0-0-...-0)

= ! sen <m
(0-0-0-0-0-0-0-0-...-0)

E facile verificare come tutte le coppie di relazioni ottenibili presentino un
totale di |m — n| termini o(¢,0,7) al numeratore o al denominatore. Poiché
questo risultato non dipende dai particolari valori assunti da o(t, 8, v) possiamo
considerare quella qui esaminata una proprieta valida in generale. O

Theorem 2.68. Vale la proprieta del prodotto delle basi, ovvero:
of -0y = (01 02)"

Dimostrazione. Applicando a (o} - 05) e (01 - 02)" la definizione di potenza n-
esima precedentemente introdotta si ottiene effettivamente lo stesso risultato,
come si puo osservare dalle seguenti relazioni nel caso in cui n sia maggiore di
Zero:

oy -0y =(01-01-01+...-01)(09-09-03-...-09)

(01 . 02)n = (01 . 02) . (Ol . 02) oLt (01 . 02)'
E facile verificare come tutte le coppie di relazioni ottenibili presentino un
totale di |n| termini di o01(¢1,01,71) e di |n| termini di 0y(t2,62,72) al nume-
ratore o al denominatore. Poiché questo risultato non dipende dai particolari

valori assunti da o;(t1,01,71) e 02(t2,0s,72) possiamo considerare quella qui
esaminata una proprieta valida in generale. O

Theorem 2.69. Vale la proprieta del quoziente delle basi, ovvero:
o _ (ﬂ)"
o} \o,

Dimostrazione. Applicando a Z—}z e (Z—;)" la definizione di potenza n-esima pre-
2
cedentemente introdotta si ottiene effettivamente lo stesso risultato, come si

puo osservare dalle seguenti relazioni nel caso in cui n sia maggiore di zero:

ﬁ_(OI'Ol'Ol'---‘Ol)

oy (09-03-09+...-09)
O1\" (01 01 01
(02> N (02>.<02>' T <02>
E facile verificare come tutte le coppie di relazioni ottenibili presentino un to-
tale di |n| termini di oy (1, 01, v1) al numeratore e di |n| termini di 0y(t2, 2, 72)
al denominatore o viceversa. Poiché questo risultato non dipende dai parti-

colari valori assunti da o1 (t1, 61,71) € 02(tg, 02,72) possiamo considerare quella
qui esaminata una proprieta valida in generale. O
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2.7 Radice n-esima

Definition 2.70. Nello spazio RIU viene definita radice n-esima del numero
completo o(t,0,v) con n (numero naturale) detto indice e o(t,0,~) radicando,
il numero oy, (tyn, Oy, Yin) rappresentato anche con il simbolo {/o(t,8,7) che
soddisfa le sequenti condizioni:

1 oo o(t,0,y) = o(t,0,y)  pern >0

pern <0

. o(t,0,7) -
1
L U = o(t,0,7)
o(t,0,7)

SR

0
. Ginzﬁ, Yin =

3
4. n#0  per ognio(t,0,)
5. n>0 pero(t,0,v) =0
6. Yt>0, t>0

Si noti che il termine {/o(t,0,7) nella prima e seconda condizione ¢é inteso
apparire |n| volte.

La prima condizione definisce il ripetersi della moltiplicazione della radi-
ce per sé stessa un numero positivo di volte, mentre la seconda un numero
negativo di volte. Entrambe queste condizioni equivalgono a richiedere:

tin: {L/E

6+ k - 360°
0, = g h SO0 per k = +1,+2, +3, +4, . ..
n
k - 360°
Vin = pALAL s per k= 1,42, +3, +4, ...
n

La terza condizione trae la sua giustificazione nella necessita di definire la
radice n-esima in modo univoco. Infatti quando tale condizione non vale, ci
saranno n? numeri completi differenti in grado di soddisfare tale definizione:
uno per ciascuna coppia distinta di fasi 0,,,, v, data dalle relazioni vista sopra.

Anche la quarta condizione trae la sua giustificazione nella necessita di
definire la radice n-esima in modo univoco. Infatti quando tale condizione non
vale, la moltiplicazione della radice per sé stessa un numero di volte pari a 0

richiederebbe I'impiego della seguente espressione:
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che si troverebbe ad essere soddisfatta da pit valori di {/o(t,0,7).

La quinta condizione trae la sua giustificazione dall’impossibilita di definire
valori della radice n-esima che moltiplicati per sé stessi un numero negativo
di volte siano in grado di dare come risultato proprio il valore 0. Infatti la
seguente espressione:

1
Yo(t,0,7)

{/o(t,0,7)
richiede l'esistenza di un divisore del numero 1 che possa fargli corrispondere
un quoziente pari a 0: cosa che sappiamo impossibile.

La sesta condizione trae la sua giustificazione dalla necessita di rendere
lecita la radice n-esima a livello del modulo t del numero completo o(t, 6, ).

=0 per n <0, v/o(t,0,v) appare |n| volte

Theorem 2.71. Vale la proprieta del prodotto degli indici, ovvero:

Vo= "o

Dimostrazione. Applicando il principio secondo il quale due numeri sono uguali
se e solo se lo rimangono una volta elevati alla stessa potenza, possiamo elevare
i due membri della precedente uguaglianza per il numero (m - n) ottenendo:

(i %)(W) T

A questo punto ¢ sufficiente verificare come i due membri qui riportati siano
effettivamente uguali.

Considerando il valore ’{L/% del primo membro come un numero completo,
¢ possibile applicare su di esso il teorema 2.65 del prodotto degli esponenti delle
potenze ennesime ottenendo:

(7)) T

Applicando poi su questo membro la definizione di radice n-esima, si ottiene:
(V) ] ==

Applicando la medesima definizione al secondo membro si ottiene un risul-
tato finale equivalente:

(") =0
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Theorem 2.72. Vale la proprieta del prodotto dei radicandi, ovvero:

o1 - /o2 = /o1 - 09

Dimostrazione. Applicando il principio secondo il quale due numeri sono uguali
se e solo se lo rimangono una volta elevati alla stessa potenza, possiamo elevare
i due membri della precedente uguaglianza per il numero n ottenendo:

(/o1 /02 )" = (o1 -02)"

A questo punto ¢ sufficiente verificare come i due membri qui riportati siano
effettivamente uguali.

Considerando i valori {/o; e {/0; del primo membro come numeri completi,
¢ possibile applicare su di essi il teorema 2.68 del prodotto delle basi delle
potenze ennesime ottenendo:

(/o1 3/02)" = (/o1 )" - (Vo2 )"

Applicando poi sui due fattori di questo membro la definizione di radice n-
esima, si ottiene:
(o1 )" - (02 )" =01 02
Applicando la medesima definizione al secondo membro si ottiene un risul-
tato finale equivalente:
(o1 -02)" =010

Theorem 2.73. Vale la proprieta del quoziente dei radicandi, ovvero:

Jor _  fon
\'70_2 02

Dimostrazione. Applicando il principio secondo il quale due numeri sono uguali
se e solo se lo rimangono una volta elevati alla stessa potenza, possiamo elevare
i due membri della precedente uguaglianza per il numero n ottenendo:

= nl—
7L/02 02
A questo punto é sufficiente verificare come i due membri qui riportati siano
effettivamente uguali.
Considerando i valori {/0; e {/05 del primo membro come numeri completi,

é possibile applicare su di essi il teorema 2.69 del quoziente delle basi delle
potenze ennesime ottenendo:

(7=) =ty
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Applicando poi sui due fattori di questo membro la definizione di radice n-
esima, si ottiene:

(¢/o1)" _ o1
(/02 )" 0
Applicando la medesima definizione al secondo membro si ottiene un risul-
tato finale equivalente: .
! _ 0
(%) -2

2.8 Potenza ad esponente razionale

Definition 2.74. Nello spazio RIU viene definita potenza ad esponente ra-
zionale ™% (con n,m numeri naturali) del numero completo o(t,0,~) con ™ detto
esponente e o(t,0,7) base, il numero ormin(trmin, Ormins Yrmin) TOPPTESENtato
anche con il simbolo o(t,Q,v)% oppure {/o(t,0,v)" che soddisfa le sequenti

condizions:
[” O(t,ﬁ,’y)m} =o(t,0,7)"

m >0 pero(t,0,y)=0

~

n#0 perognio(t,0,7)" e quindi per ogni o(t,0,)

n>0 pero(t,0,7)" =0 e quindi per o(t,0,7) =0

Ormin = E2, Yymin = L2
6. VvVt >0, t">0
7. t>0, t>0

La prima condizione definisce la potenza ad esponente razionale come una
radice n-esima di una potenza m-esima.

Le seconda condizione é richiesta per la corretta definizione della potenza
m-esima.

Le terza, la quarta, la quinta e la sesta condizione sono richieste per la
corretta definizione della radice n-esima.

La settima condizione é richiesta per rendere lecita I'inversione dell’ordine
tra radice e potenza, ovvero per poter scrivere:

[" o(t,0,7) ]m

e quindi:

(V)"
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Theorem 2.75. Vale la proprieta di inversione tra radice e potenza, ovvero:

of = (¥/a)"

Dimostrazione. Per la dimostrazione si fara riferimento alla seguente formula-
zione della proprieta appena introdotta:

o = (o)

Applicando il principio secondo il quale due numeri sono uguali se e solo se lo
rimangono una volta elevati alla stessa potenza, possiamo elevare i due membri
della precedente uguaglianza per il numero n ottenendo:

(Vo )" = ()"

A questo punto é sufficiente verificare come i due membri qui riportati siano
effettivamente uguali.

Considerando il valore /o del secondo membro come un numero completo,
¢ possibile applicare su di esso il teorema 2.65 del prodotto degli esponenti
delle potenze ennesime ottenendo:

Applicando poi su questo membro la definizione di radice n-esima, si ottiene:
(/0)"]" =0
Applicando la medesima definizione al primo membro si ottiene un risultato
finale equivalente:
n
()" ="
O

Theorem 2.76. Vale la proprieta di equivalenza tra esponente ed indice,
ovvero:

m m-p
n

on = onv

Dimostrazione. Per la dimostrazione si fara riferimento alla seguente formula-
zione della proprieta appena introdotta:

Applicando il principio secondo il quale due numeri sono uguali se e solo se lo
rimangono una volta elevati alla stessa potenza, possiamo elevare i due membri
della precedente uguaglianza per il numero (n - p) ottenendo:

(W )(n'p) _ ( nW )(n~p)
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A questo punto é sufficiente verificare come i due membri qui riportati siano
effettivamente uguali.

Applicando al primo membro il teorema 2.75 di inversione tra radice e
potenza delle potenze ad esponente razionale otteniamo:

(W )(n‘P) _ [(% )m]("'P)

Considerando il valore /o di questo membro come un numero completo, &
possibile applicare su di esso il teorema 2.65 del prodotto degli esponenti delle
potenze ennesime ottenendo:

(/o))" = (/o)™ == (/o)™ = [(¥o)"|"""

Applicando poi su questo membro la definizione di radice n-esima, si ottiene:

(/o)™ = omr

Applicando la medesima definizione al secondo membro si ottiene un risultato
finale equivalente:

( nW )(n~p) _ P
]

Theorem 2.77. Vale la proprieta del prodotto degli esponenti razionali
ovvero:

m-p

313
Q3
3

Dimostrazione. Per la dimostrazione si fara riferimento alla seguente formula-
zione della proprieta appena introdotta:

(Vom)

A questo punto é sufficiente verificare come i due membri qui riportati siano
effettivamente uguali.
Iniziamo ad esprimere il primo membro nel seguente modo:

P
= "Yomp

QI3

(om)

Considerando il valore o™ di questo membro come un numero completo, é
possibile applicare su di esso il teorema 2.75 di inversione tra radice e potenza
delle potenze ad esponente razionale ottenendo:

Vw7 =

= i/
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Applicando poi su questo membro il teorema 2.71 del prodotto degli indici delle
radici ennesime e il teorema 2.65 del prodotto degli esponenti delle potenze
ennesime si ottiene un’espressione identica al secondo membro:

\/ {/ (om)F = Vomp

]

Theorem 2.78. Vale la proprieta della somma degli esponenti razionali
ovvero:
) (m-g)+(p:n)
5) _

(on) - (og) =olnted) =¢o wa

Dimostrazione. Per la dimostrazione si fara riferimento alla seguente formula-
zione della proprieta appena introdotta:

Som - or = "V olmatrn)

A questo punto ¢ sufficiente verificare come i due membri qui riportati siano
effettivamente uguali.

Applicando al primo membro il teorema 2.76 di equivalenza tra esponente
ed indice delle potenze a esponente razionale otteniamo:

Som . Jop = "Yoma . X opn

Considerando i valori 0™ e o”™ di questo membro come numeri completi, é
possibile applicare su di essi il teorema 2.72 del prodotto dei radicandi delle
radici ennesime ottenendo:

“omda . Wopn = "Yoma . gpn

Applicando poi su questo membro il teorema 2.66 della somma degli esponenti
delle potenze ennesime si ottiene un’espressione identica al secondo membro:

“Womdq . opn = "/ glmegtpn)
O

Theorem 2.79. Vale la proprieta della differenza degli esponenti razionali
ovvero: .
(om) (

(0f)

Dimostrazione. Per la dimostrazione si fara riferimento alla seguente formula-
zione della proprieta appena introdotta:

vor = "V olma—pn)
Vo

I3

) (m-q)—(p-n)
¢/ =0 n-q
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A questo punto é sufficiente verificare come i due membri qui riportati siano
effettivamente uguali.

Applicando al primo membro il teorema 2.76 di equivalenza tra esponente
ed indice delle potenze a esponente razionale otteniamo:

Considerando i valori 0™ e o”™ di questo membro come numeri completi, &
possibile applicare su di essi il teorema 2.73 del quoziente dei radicandi delle

radici ennesime ottenendo:
o o
q-n/Op-n op'n

Applicando poi su questo membro il teorema 2.67 della differenza degli espo-
nenti delle potenze ennesime si ottiene un’espressione identica al secondo mem-

bro:

m-q
nal 9 " o(m-g—pm)

o

Theorem 2.80. Vale la proprieta del prodotto delle basi ovvero:

(o) - (08 ) = (01 - 00)

Dimostrazione. Per la dimostrazione si fara riferimento alla seguente formula-
zione della proprieta appena introdotta:

Yo - 3/ on = {/ (01 02)™

A questo punto ¢ sufficiente verificare come i due membri qui riportati siano
effettivamente uguali.

Applicando al secondo membro il teorema 2.68 del prodotto delle basi delle
potenze ennesime otteniamo:

{/(01-02)™ = /0" - o

Considerando i valori of* e 0" di questo membro come numeri completi, ¢
possibile applicare su di essi il teorema 2.72 del prodotto dei radicandi delle
radici ennesime ottenendo un’espressione identica al primo membro:

m
n
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Theorem 2.81. Vale la proprieta del quoziente delle basi ovvero:

0 02

Dimostrazione. Per la dimostrazione si fara riferimento alla seguente formula-
zione della proprieta appena introdotta:

A questo punto ¢ sufficiente verificare come i due membri qui riportati siano
effettivamente uguali.

Applicando al secondo membro il teorema 2.69 del quoziente delle basi delle
potenze ennesime otteniamo:

m m
T e S Y s
02 05"

Considerando i valori of* e 0" di questo membro come numeri completi, &
possibile applicare su di essi il teorema 2.73 del quoziente dei radicandi delle
radici ennesime ottenendo un’espressione identica al primo membro:

ofor _ Vo
of oy

[

Nslz

3 Numeri nello spazio a n dimensioni

3.1 Numeri completi n dimensionali

Per identificare i numeri completi nelle n dimensioni dello spazio verranno
usate le seguenti notazioni:

1. o(a) o o(t) per i reali

2. o(a,b) o o(t,0) per i complessi

w
QS

(
(
(a,b,c) o o(t,0,7) per i completi propriamente detti
4. o(a,b,c,d) o o(t,0,v,p) per i completi a 4 dimensioni
5 ...
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Figura 30: Rappresentazione di un numero completo della quarta dimensione
attraverso operazioni di traslazione e rotazione

6. o(ai,as,..,a,) 0 o(t,0s,0s,..,0,) per i completi ad n dimensioni

Definition 3.1. Viene definito numero completo n  dimensionale
o(t,0s,0s,...,0,) la posizione che si raggiunge da quella unitaria della retta
Vi traslandola del modulo t, ruotando poi tale retta di angolo 6y lungo il piano
ViV, ruotando poi tale piano di angolo 05 lungo lo spazio ViV, _1 Vi, ruotando
pot tale spazio di angolo 04 lungo l'iperspazio ViV, oV, 1V, e cosi via fino alla
rotazione di angolo 0, lungo lo spazio n dimensionale ViVs ...V, oV, 1 Vi,.

Si osservi la figura 30 nel caso di un numero completo definito in uno spazio
a quattro dimensioni.

Theorem 3.2. I numer: completi n dimensionali possono essere espressi
nel sequente modo:

o(t,0a,03,...,0,) =t-{v1 - [cos(0,)-cos(0,—1) ... cos(05)-cos () - cos () - cos (02)]+

+ vy - [cos (0,) - cos (0,—1) cos (05) - cos (04) - cos (03) - sin (02)]+

+ v3 - [cos (0,,) - cos (0—1) cos (05) - cos (04) - sin (05)]+

+ vy - [cos (0y,) - cos (Br—1) cos (05) - sin (04)]+

+...+

+ Up—1 - [cos (0,,) - sin (6,—1)]+

+ vy, - [sin (0,)]}

(3.1)

con i simboli vy,vs,. . .,v, che identificano i versori relativi alle rette ortogonali

Vi, Va,...,V,, che compongono lo spazio n dimensionale, 1 simboli 0, 05,. . .,0,, le
rotazioni usate per introdurre tali rette (la retta Vi viene introdotta dalla tra-
slazione t), mentre i sequenti simboli ay,as,. . .,a, rappresentano le coordinate
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t=a_P()

0— eZ---- retta R

retta I

t ' P(t.0)
0 13____

retta U

) » P(1,0,7)
oéﬂ_c___. piano RI

retta J
]

R L(CLA A
0 ‘éﬁfl" spazio RIU
P(t.0.y)

e cosi via
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P(t) ottenuta dall'origine con la traslazione t
che aggiunge una nuova dimensione
di valore a, coincidente con t

P(t) =tv, con v &l

P(t,0) ottenuta da P(t) con la rotazione 0
che aggiunge una nuova dimensione
di valore b al modulo di P(t)

P(t,0)=t[vzcos(@)*v sin(p)] conv gl ev=i

P(t,0,y) ottenuta da P(t,0) con la rotazione y
che aggiunge una nuova dimensione
di valore ¢ al modulo di P(t,0)

P(t,0,y)=t [vgycos(@)+vysin(g)]
con vi;= [vycos(y)+v;'sin(y)] e vy=u

P(t,0,y,¢) ottenuta da P(t,0,y) con la rotazione ¢
che aggiunge una nuova dimensione
di valore d al modulo di P(t,0,y)

P(6,0,7,0)=t [Veyy cos(@) vy sin(g)]
con Vi = [Vg; cos(y)+vysin(y)] e v,;=j

Figura 31: Costruzione dei numeri completi n dimensionali

del numero o(t, 0,03, ... ,0,) nello spazio n dimensionale:
ay =t - [cos (0,) - cos (0p—1) - ... cos(B5) - cos(04) - cos (03) - cos (62)]
ag =t - [cos (6,) - cos (Bp—1) - ... cos (05) - cos (04) - cos (03) - sin (62)]
ag =t - [cos (0,,) - cos (Bp—1) - ... cos (05) - cos (84) - sin (03)]
ayg =t - [cos (0,,) - cos (B,—1) - ... - cos (05) - sin (04)]
an =t - [sin (6,,)]

Dimostrazione. Osservando nella figura 31 come 'aggiunta di una nuova rota-
zione permette di esprimere le coordinate dei numeri completi nelle dimensioni
successive arriviamo direttamente all’espressione precedente.

]

Theorem 3.3. Il modulo dei numeri completi n dimensionali puo essere

espresso nel sequente modo:

t:\/a%+a%+a§+...a%
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o V) o=V

b @)

P=[N(a>+b?)]+¢

o
— —
P ™
<=\ ~|o
= |

V(@*+b?)

NS I C C R
V(a*+b>+c?)

....... e cosi via
Figura 32: Rappresentazione del modulo dei numeri completi n dimensionali
0 t=\(a?)

0 b =arctan[b/\(a?)]

— —+
~
mn
<2 ~ |
S L

0 y=arctan[c/N(a2+b?)]

V(a>+b?)

0 ﬁt e [d g=arctan[d/N(a>+b*+c?)]
V(a*+b>+c?)

....... e cosi via

Figura 33: Rappresentazione delle fasi dei numeri completi n dimensionali

Dimostrazione. Applicando il teorema di Pitagora ai passaggi che portano alle
dimensioni successive, come mostrato nella figura 32, si arriva direttamente
alla relazione precedente.

O

Theorem 3.4. Le fasi dei numeri completi n dimensionali possono essere
espresse nel sequente modo:

a’n
f,, = arctan > > > >
\/a1+a2+a3+...an71
Dimostrazione. Applicando le relazioni trigonometriche della funzione arctan()
ai passaggi che portano alle dimensioni successive, come mostrato nella figu-

ra 33, si arriva direttamente alla relazione precedente.
O
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primo quadrante R" 1T

I nello spazio bidimensionale

A /
e
0°<6<90°

N

v
=

primo quadrante R rut
nello spazio tridimensionale

0°<0<90°

Figura 34: Rappresentazione standard delle fasi 6,y per i primi quadranti

Definition 3.5. I numeri completi n dimensionali di coordinate
(a1,az,a3,. . .,a, ) tutte diverse da zero vengono definiti in rappresentazione stan-
dard se dotati di fasi (02,0s,...,0,) che soddisfano le convenzioni introdotte qui

di sequito.

Per le posizioni P(ay,as,as, ..., a,) nella regione VFV,7 V0. VT carat-
terizzata dai valori ai,as,as,...,a, tutti positivi, le fasi scelte apparterranno
tutte al primo quadrante, ovvero avremo:

0° < 6y,05,...,0, <90°

Possiamo osservare in proposito la figura 34.
Poiché valgono le seguenti formule:

a
0, = arctan 2
vai
a
f; = arctan S E—
Va2 + a3

G,
0,, = arctan
Vai+a3+ai+...a2
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per permettere alle fasi 05,05,. . .,0,, di avere un valore tra 0° e 90° quando tutti
i coefficienti as,as,...,a, sono positivi, anche i corrispondenti denominatori
dovranno essere positivi. Questo significa che la rappresentazione standard da
noi scelta richiede di assegnare le soluzioni positive alle seguenti radici:

Vai = |ya|
VJat+a = |yfai +a3

\/a%—i—agjta%—i—...ai_l:‘\/a%—i—agjtag—{—...ai_l

Per le posizioni P(ay,as,as, ..., a,) nella regione V- V,"VoH ... VT carat-

n

terizzata dai valori as,as,aq,. . .,a, positivi e dai valori a; negativi, le fasi scelte
saranno le seguenti:

90° < By < 180°
0° < 03,04,...,0, < 90°

Infatti poiché valgono le seguenti formule:

SiIl(].SOO - 92) = sin(Qg)
cos(180° — fy) = — cos(6s)

per imporre il segno negativo al solo coefficiente a; della formula (3.1) bastera
lasciare invariate tutte le fasi 63,0,,...,0,, ai valori del primo quadrante e sosti-
tuire il valore di 6, = 63 (relativo al valore che questa fase assume nel primo
quadrante) con 6y = (180° — 63).
Possiamo osservare in proposito la figura 35 nella pagina successiva.
Poiché valgono le seguenti formule:

a
0, = arctan 2
vai

a
05 = arctan | ————
a2 + a’

aTL
0, = arctan > = > >
Val+ai+adi+...d2

per permettere alle fasi 63,0,,. . .,0,, di avere un valore tra 0° e 90° quando tutti
i coefficienti ag,ay,...,a, sono positivi, anche i corrispondenti denominatori
dovranno essere positivi. Mentre per permettere alla fase 65 di avere un valore
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secondo quadrante R T* A
nello spazio bidimensionale

\ 90°<6<1809 0°<0<90°

> R

secondo quadrante R 17U"
nello spazio tridimensionale U

\‘T

0°<6<90°
90°<6<180°

R

Figura 35: Rappresentazione standard delle fasi 6,y per i secondi quadranti

tra 90° e 180° quando il coefficiente a; ¢ negativo e quello as € positivo dovremo
considerare negativo il termine che compare al suo denominatore. Questo
significa che la rappresentazione standard da noi scelta richiede di assegnare
le soluzioni positive alle seguenti radici:

Jat+a = |yfai + a3

\/a%—i—a%—l—a%:‘\/a%—l—a%qLa%

2 2 2 2 _ 2 2 2 2

e le soluzioni negative a:
/.2 _ /2

Per le posizioni P(ay,as,as, ..., a,) nella regione V"V, ViF ... VT carat-
terizzata dai valori as,ay,as,. . .,a, positivi e dai valori aq,as negativi, le fasi
scelte saranno le seguenti:

180° < 05 < 270°
0° < 93,94,...,9n < 90°
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I

A
180°<0<270° 0°<6<90°

terzo quadrante R™ 1~ F \ » R
nello spazio bidimensionale \

T~

quarto quadrante R I UT
nello spazio tridimensionale

L

180°<0<270°

R \oc{e:w

Figura 36: Rappresentazione standard delle fasi 6,y per i terzi quadranti

I

Infatti poiché valgono le seguenti formule:

sin(180° + 65) = — sin(fy)
cos(180° + 6,) = — cos(fs)

per imporre il segno negativo ai soli coefficienti a; ¢ ap della formula (3.1)
bastera lasciare invariate tutte le fasi 03,04,...,0,, ai valori del primo quadrante
e sostituire il valore di 65 = 603 (relativo al valore che questa fase assume nel
primo quadrante) con 6 = (180° + 63).

Possiamo osservare in proposito la figura 36.

Poiché valgono le seguenti formule:

a
0, = arctan 2
af

a
03 = arctan S
Va2 + a3

an
6, = arctan > > > >
\/a1+a2—|—a3+...an_1

per permettere alle fasi 03,0y,. . .,0,, di avere un valore tra 0° e 90° quando tutti
i coefficienti as,ay,...,a, sono positivi, anche i corrispondenti denominatori
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dovranno essere positivi. Mentre per permettere alla fase 6y di avere un valore
tra 180° e 270° quando i coefficienti a; e as sono negativi dovremo considerare
negativo il termine che compare al suo denominatore. Questo significa che
la rappresentazione standard da noi scelta richiede di assegnare le soluzioni
positive alle seguenti radici:

Vat+a = ot + a3

\/a%+a%+a§:‘\/a%+a%+a§‘

\/a%+a§+a§+...ag,1:‘\/a%+a§+a§+...ag,l

[ 42 — [ 2

Per le posizioni P(ay, as, as, . .. ,a,) nella regione V"V, Vot ... VT caratte-
rizzata dai valori aq,as,aq,. . .,a, positivi e dal valore as negativo, le fasi scelte
saranno le seguenti:

e le soluzioni negative a:

270° < 0y < 360°
0° < 037047---70n < 90°

Infatti poiché valgono le seguenti formule:

sin(360° — #y) = — sin(6s)
cos(360° — 0) = cos(fy)

per imporre il segno negativo del solo coefficiente ay della formula (3.1) ba-
stera lasciare invariate tutte le fasi 603,6,,...,0, ai valori del primo quadrante
e sostituire il valore di 6y = 65 (relativo al valore che questa fase assume nel
primo quadrante) con f = (360° — 63).
Possiamo osservare in proposito la figura 37 nella pagina successiva.
Poiché valgono le seguenti formule:

a
0, = arctan 2
vai

a
f; = arctan S E—
Va2 + a3

G,
0,, = arctan
Vai+a3+ai+...a2
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quarto quadrante R™T”
nello spazio bidimensionale

0°<06<90
A /

270°<6<36(

o

U quarto quadrante R'T" U™
r nello spazio tridimensionale

/

- 4
0°<6<90

Figura 37: Rappresentazione standard delle fasi 6,y per i quarti quadranti

per permettere alle fasi 63,0,,. . .,0,, di avere un valore tra 0° e 90° quando tutti
i coefficienti ag,ay,...,a, sono positivi, anche i corrispondenti denominatori
dovranno essere positivi. Mentre per permettere alla fase 65 di avere un valore
tra 270° e 360° quando il coefficiente ay € negativo e quello a; & positivo
dovremo considerare positivo il termine che compare al suo denominatore.
Questo significa che la rappresentazione standard da noi scelta richiede di
assegnare le soluzioni positive alle seguenti radici:

\/a? = ‘\/a%‘
VJat+a = |yfai +a3

\/a%+a§+a§+...a3,1:‘\/a%+a§+a§+...ai,l

Per le posizioni P(ay, as, as, . .., a,) nelle regioni V1V, V3 ... V,,, caratterizza-
ta dai valori ag,aq,as,. . .,a, che possono essere positivi e negativi, le fasi scelte
saranno le seguenti:

0° < 6; <90° perognia; >0coni=3,45,...,n
270° < 0; < 360° per ogni a; <0coni=3,45,...,n
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Figura 38: Variazione del segno delle fasi al variare del segno del loro
corrispondente coefficiente

Infatti poiché valgono le seguenti formule:

sin(360° - 91> = — sm(@z)
cos(360° — 6;) = cos(;)

per imporre il segno negativo ad alcuni specifici coefficienti ag,ay,. . .,a, della
formula (3.1) bastera assegnare alle corrispondenti fasi 63,0y,...,0, il valore
opposto rispetto a quello che mostrano nel primo quadrante (e quindi assegnare
loro un valore tra 270° e 360°) e lasciare invariate tutte le altre.

Possiamo osservare in proposito la figura 38.

Poiché valgono le seguenti formule:

a
f; = arctan R
VR

Q4
0, = arctan
Va?+ a3+ a3

G,
0, = arctan
Vai+a3+ai+...a2_,

per permettere alle fasi 03,04,...,60, di avere un valore tra 0° e 90° quando i
corrispondenti coefficienti ag,ay,. . .,a, sono positivi, e un valore tra 270° e 360°
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quando i corrispondenti coefficienti sono negativi, i vari denominatori coin-
volti dovranno essere tutti positivi. Questo significa che la rappresentazione
standard da noi scelta richiede di assegnare le soluzioni positive alle seguenti

radici:
Vat+a = ot + a3
\/a%—ka%—i—a%: ‘\/a%—i—a%qLa%

\/a%—i-a%—i—a%—f—...a%_l:‘\/a%—l—a%—l—ag—i—...afl_l

Dal momento che la gestione dei segni dei coefficienti ag,ay,. . .,a, non in-
terferisce con I'angolo 65, possiamo integrarla con quella dei segni di a; e as
secondo le modalita viste in precedenza.

Theorem 3.6. La rappresentazione standard di un numero completo n di-
mensionale dotato di coordinate (ay,as,as,. . .,a,) tutte diverse da zero richiede
di assegnare le sequenti soluzioni per le sequenti radici algebriche:

\/a%:al
Vot + a3 =|y/at +a3)

Jad+a+a=|ya+ad+a

\/a%+a§+a§+...ai_1:‘\/a%+a§+a§+...ag_l

Dimostrazione. Nel caso delle rappresentazioni standard precedentemente esa-
minate le fasi assumono i valori previsti dalle formule:

a
6, = arctan 2
aj

a
03 = arctan S
a2 + a?

G,
f,, = arctan
Vat+a3+ai+...a2

quando si assegna alle radici algebriche coinvolte proprio i valori qui conside-
rati. E questo dimostra immediatamente la tesi. O
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Ad esempio nello spazio a quattro dimensioni il numero completo di espres-
sione:

o(t, 0,7, p) =[cos (¢) - cos () - cos (B)] + i - [cos () - cos (7) - sin (0)]+
T u- [oos (i) - sin ()] + j - [sin ()]
associato alla posizione:

o(a,b,c,d) =0o(—1,1,-1,1)

potra essere espresso in rappresentazione standard attraverso le seguenti fasi:

1
— ) =135°
)

b
f = arctan <—> = arctan (
a

c
—————— | = arctan <—
NoET |> NG
d 1
© = arctan < ) = arctan <—> = 30°

[vVa? + b> 4 2| 3

~ = arctan < ) ~ —35,26°

e il seguente modulo:

t=Va2+1>+2+d>=Vi=2

Per verificare che la rappresentazione standard o(6,, ¢) cosi ottenuta identi-
fica proprio la posizione o(—1, 1, —1, 1) & sufficiente eseguire i seguenti calcoli:

) - cos () - cos( ) =2-cos(30°) - cos (~ —35,26°) - cos (135°) = —1

(¢) - cos () -sin (0) = 2 - cos (30°) - cos (~ —35,26°) - sin (135°) =
c=t-cos(p)-sin(y ) = 2-cos(30°) - sin (~ —35,26°) =
()

I
Q
@]
n

—~
S

Definition 3.7. I numeri completi n dimensionali di coordinate
(ay,az,a3,. . .,a, ) tutte diverse da zero vengono definiti in rappresentazione com-
plementare se dotati di fasi (04,0s,...,0,) ottenute dai valori 6,,0s,...,0, del-
la rappresentazione standard attraverso quelle sostituziont che permettono di
individuare le stesse posizioni.

Theorem 3.8. Chiamate 05,0s,. . .,0, le fasi che permettono ad un numero
completo n dimensionale dotato di coordinate (ay,as,as,...,a,) tutte diverse
da zero e in rappresentazione standard di identificare una qualsiasi posizione
dello spazio ViVoVs ...V, gli insiemi alternativi di fasi in grado di individuare
la stessa posizione possono essere ottenuti dai sequenti valori: 6, (360° — @),

(180° — 6), (6 + 180°).
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Dimostrazione. La possibilita di esprimere attraverso la formula (3.1) le stesse
posizioni della rappresentazione standard, assegnando alle fasi i seguenti valori:
6, (360° — ), (180° — @), (0 + 180°) deriva dal fatto che in questo modo si
mantengono i moduli invariati e si introducono segni che possono neutralizzarsi
a vicenda, come si evince dalle seguenti relazioni:

Attraverso questo procedimento € possibile affiancare, ad esempio, la rappre-
sentazione standard della quarta dimensione:

o(t, 0,7, ) =[cos (¢) - cos () - cos (0)] + i - [cos (p) - cos () - sin (6)]+
+ - [cos (i) - sin (7)] + 7 - [sin ()]

alle seguenti rappresentazioni complementari:

o(t, 0,y + 180°,180° — ¢) =[cos (180° — ) - cos (y + 180°) - cos ()] +
+ 4 - [cos (180° — ¢) - cos (v + 180°) - sin (0)]+
+ u - [cos (180° — ) - sin (y + 180°)]+
+j - [sin (180° — ¢)]

o(t, 8 + 180°,360° — v, 180° — ) =[cos (180° — ¢) - cos (360° — ) - cos (f + 180°)]+
+ 14 - [cos (180° — ¢) - cos (360° — ) - sin (0 + 180°)]+
+ u - [cos (180° — ¢) - sin (360° — )]+
+ j - [sin (180° — ¢)]

o(t,0 + 180°,180° — v, ¢) =[cos (p) - cos (180° — 7) - cos (6 + 180°)]+
+ - [cos (p) - cos (180° — ) - sin (6 + 180°)]+
+u - [cos () - sin (180° — )]+
+J - [sin ()]
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Ad esempio se vogliamo identificare una rappresentazione complementare
del seguente numero completo a quattro dimensioni:

o(a,b,c,d) =0o(—1,1,-1,1)

la cui rappresentazione standard ¢ dotata delle seguenti fasi:

0" = 135°
~v* ~ —35,26°
o = 30°
e del seguente modulo:
t=2
¢ sufficiente eseguire i seguenti calcoli:

0 =0"=135°

v ="+ 180° ~ (~ —35,26°) + 180° ~ 144, 74°

@ = 180° — ¢* = 180° — 30° = 150°
Per verificare che la rappresentazione complementare o(f,, @) cosi ottenuta
identifica proprio la posizione o(—1,1,—1,1) & sufficiente eseguire i seguenti
calcoli:

a=1t-cos(p)-cos(y)- cos( ) =2-cos(150°) - cos (=~ 144,74°) - cos (135°) = —1

() - cos () -sin(f) = 2 - cos (150°) - cos (=~ 144,74°) - sin (135°) =
c=1t-cos(yp)-sin ( ) =2 cos(150 ) -sin (~ 144,74°) = —1
() = 2-sin (150°) =

Definition 3.9. I numeri completi n dimensionali di coordinate
(a1,a9,as,. . .,a,) alcune delle quali nulle vengono definiti in rappresentazione
standard se le loro fasi oltre ad essere coerenti con quelle delle altre rappresen-
tazioni standard (secondo la definizione 3.5) assumono valore zero in caso di
indeterminazione.

Le relazioni che danno il valore delle fasi nelle rappresentazioni standard
sono le seguenti:

a
6y = arctan 2)

= arctan
<| \Y% ai + a3 |>

f; = arctan <

|va1+a2+a3|)

= arctan tn
Wai+ai+a3+...a2 |
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Dal momento che ci sono dei coefficienti nulli, potranno verificarsi i seguenti
casi notevoli:

O)_ 0° per a; > 0
] 180° per a; <0

270° per a; <0

(
(ai) _ {90O per a; > 0

0
0; = arctan =0°
(e 0)
f; = arctan (9) =0°
7T O -

Ad esempio nello spazio a quattro dimensioni il numero completo di espres-
sione:
ot, 8,7, ) =lcos (1) - cos (7) - cos (6)] +i - [cos () - cos (7) - sin (6)]+
+u-[cos () - sin (7)] + j - [sin ()]

associato alla posizione:
o(a,b,c,d) = o(—1,0,1,0)

potra essere espresso in rappresentazione standard attraverso le seguenti fasi:

%) — 180°

b
f = arctan <—) = arctan (
a

c 1 R
v = arctan <|a2——|—b2|> = arctan <I) =45
d 0
© = arctan ( ) — arctan <_> _ 0
[Va? + 0%+ c2 | V2

e il seguente modulo:

t=vVa2+ 02+ +d2=2

Per verificare che la rappresentazione standard o(6, v, ¢) cosi ottenuta identi-
fica proprio la posizione o(—1,0,1,0) ¢ sufficiente eseguire i seguenti calcoli:
a=t-cos(p)-cos(y)-cos (@) =v2-cos (0°) - cos (45°) - cos (180°) = —1
() - cos (7) - n(@) V2 - cos (0°) - cos (45°) - sin (180°) = 0
c=t-cos(p)-sin(y) =v2-cos(0°) - sin(45°) =1
()
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Definition 3.10. I numeri completi n dimensionali di coordinate
(a1,a9,as,. . .,a,) alcune delle quali nulle vengono definiti in rappresentazione
complementare se le loro fasi oltre ad essere coerenti con quelle delle rappresen-
tazioni standard (secondo la definizione 3.5) mostrano casi di indeterminazione
in corrispondenza dei quali assumono il valore zero.

Ad esempio nello spazio a quattro dimensioni il numero completo di espres-
sione:

ot 6,7,) =[cos () - cos (7) - cos (6)] +i - [cos (i) - cos () - sin (8)]+
+u - [cos () - sin (7)] 4 j - [sin (p)]
associato alla posizione:
o(a,b,c,d) = 0(0,0,1,0)
potra essere espresso in rappresentazione complementare attraverso le seguenti

fasi:

0 = arctan (9) = arctan (g) = 30° # 0°

a

1
= arctan (—) = 90°

= arctan (
K 0

C
|¢m|>

d 0
¢ = arctan ( ) = arctan (—) =0°
| CL2 + b2 + C2 | 1

e il seguente modulo:

t=vVa2+02+c2+d2=1

Per verificare che la rappresentazione complementare o(6, 7, ¢) cosi ottenuta
identifica proprio la posizione 0(0, 0, 1, 0) ¢é sufficiente eseguire i seguenti calcoli:

a=t-cos(p)-cos(y)-cos(f)=1-cos(0%) -cos(90°) - cos(30°) =0
b=t-cos(p)-cos(y)-sin(f) =1-cos(0°)-cos(90°)-sin(0°) =0
c=t-cos(p)-sin(y) =1-cos(0°)-sin(90°) =1
d=t-sin(p)=1-sin(0°) =0

Dal momento che i valori non nulli legati alle fasi indeterminate sono illimi-
tati, saranno illimitate anche le rappresentazioni complementari qui definite.

Theorem 3.11. [ numeri completi n dimensionali (conn > 2) di coordinate
(a1,a2,a3,. . .,a,) non possono essere espressi nel sequente modo:

o(ar,ag,...,an) =01 -1 + Uy a2+ ...+ V- ay
ovvero:

o(t,0s,...,0,) # olar,as,...,a,) =vy-a; +ve-as+ ...+ v, a,
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Dimostrazione. La dimostrazione deriva dal fatto che non c¢’¢ alcuna corrispon-
denza biunivoca tra le operazioni di traslazione e rotazione di valori
(t,09,...,0,) e le posizioni (ay,as,...,a,) dello spazio n dimensionale, dal
momento che esiste sempre (per ogni dimensione superiore alla seconda) la
rappresentazione complementare:

O(t, O, ... ,H(n,m, Q(n,l) + 180°, 180° — Hn)

Infatti se (t,0s,. . .,0,) sono i valori che rendono vera la formula (3.1) dei numeri
completi n dimensionali, questa stessa espressione sara soddisfatta anche dai
valori:

(t7 QQu s 70(n—2)7 e(n—l) + 18007 180° — 071)
come si evince dalle seguenti relazioni trigonometriche:
cos (180° — 6,,) - cos (On—1) + 180°) = cos (6,,) - cos (0(n-1))
cos (180° — 6, - sin (6(n—1) + 180°) = cos (6,,) - sin (O,—1))
sin (180° — 6,,) = sin (6,,)

]

Data l'impossibilita di associare i numeri completi alle singole posizioni
dello spazio n dimensionale, potremo comunque esprimerli in funzione delle
loro coordinate (ay, as,...,a,) a patto di esplicitare anche le fasi coinvolte.

Detto in altre parole dovremo servirci della seguente notazione:

0(a1, Gg, . .., An)(t,05,...00) = V1 Q1() + V2 - Ao(9,) + V3 - A3(05) + - - - + Up * Gpo,,)

dove i valori di t,0,,...,0, se non gia indicati, dovranno essere riferiti a quelli
che caratterizzano la rappresentazione standard.
Mentre qualsiasi altra notazione del seguente tipo:

o(ar,ag,...,a,) =v1-a1 + vy a2+ ...+ v, ay,

priva cioé delle informazioni sufficienti a risalire ai valori delle fasi 0,,. . .,0,, sara
in grado di rappresentare solamente le posizioni dello spazio n dimensionale,
ma non i numeri completi.

3.2 Operazioni n dimensionali

Definition 3.12. Nello spazio V1VoVi...V, wiene definita addizione

tra le due posizioni o(aii,asi,...,an1) € 0(ai, G, ..., a0n) la posizione
0(a1(142), A2(142); - - - » An(142)) rappresentata  anche  con il simbolo
o(air, o1y .., an1) + 0(a12, a2, . . ., ane) che soddisfa la sequente condizione:

0142(a1142), Q2(142)5 - - - > Ap(142)) = O0142(@11 + G12, Q11 + Q12 - .., An1 + Gp2)
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Questa condizione equivale a trovare la posizione dello spazio ViVoV3...V,
avente le seguenti coordinate:

a1(142) = a11 + Q12

Qg(142) = 21 + Q22

(n(14+2) = A1 T A2
Ad esempio nella quarta dimensione avremo:
0142(@142, bi42, C142, d142) = 0142(a1 + a2, b1 + be, ¢1 + Co, dy + da)
con:

Q142 = A1 + G2

biyo = by + by
Cl42 = C1 + C2
diyo = dy +dy

Va sottolineato come 1’addizione deve essere considerata un’operazione che
agisce sulle posizioni e non sui numeri completi, perlomeno nelle dimensione
maggiori della seconda per le quali non ¢’¢ una corrispondenza biunivoca tra
le posizioni e i numeri completi.

Per integrare 'operazione di addizione agente sulle posizioni con le altre
operazioni agenti sui numeri completi sara sufficiente fare riferimento al numero
completo che si ottiene assegnando alla somma le fasi della rappresentazione
standard.

Theorem 3.13. Le proprieta sancite dai teorems 2.21, 2.22, 2.23, 2.2 per
la terza dimensione si mantengono valide anche per le dimensioni successive.

Dimostrazione. In pratica le dimostrazioni dei suddetti teoremi possono essere
banalmente estese per un numero di dimensioni a piacere in quanto ciascu-
na coordinata é trattata indipendentemente dalle altre, e dispone delle stesse
proprieta. O

Definition 3.14. Nello spazio ViVoVi. ..V, wiene definita sottrazione

tra le due posizioni o(aiy,Go1,...,a0n1) € 0(a12,022,...,a0,2) la posizione
0(&1(1_2), a2(1-2), - - - ,an(l_z)) rappresentata  anche  con il simbolo
o(air, a1y .-, an1) — 0(ay2, agg, . .., an2) che soddisfa la sequente condizione:

0172(611(172), a2(1-2);5 - - - 7%(1—2)) = 0172(6111 — Q12,0d11 — @12, .. .,0n1 — Gn2)
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Questa condizione definisce la sottrazione come operazione inversa rispetto
alla addizione, ed equivale a richiedere:

a1(1-2) = A11 — Q12

A2(1—2) = Q21 — Q22
Ap(1-2) = An1 — Ap2
Ad esempio nella quarta dimensione avremo:
01-2(a1-9,b1-2,¢1-9,d1_2) = 01-9(a1 — az, by — ba,c1 — ¢2,dy — dy)

Ccon:

12 = a1 — Q2

bi—2 = by — by
Cl—2 =C — C2
di_o = dy —dy

Va sottolineato come la sottrazione deve essere considerata un’operazione
che agisce sulle posizioni e non sui numeri completi, perlomeno nelle dimensione
maggiori della seconda per le quali non ¢’¢ una corrispondenza biunivoca tra
le posizioni e i numeri completi.

Per integrare I'operazione di sottrazione agente sulle posizioni con le altre
operazioni agenti sui numeri completi sara sufficiente fare riferimento al numero
completo che si ottiene assegnando alla differenza le fasi della rappresentazione
standard.

Theorem 3.15. Le proprieta sancite dai teorems 2.26, 2.27, 2.28, 2.29 per
la terza dimensione si mantengono valide anche per le dimensioni successive.

Dimostrazione. In pratica le dimostrazioni dei suddetti teoremi possono essere
banalmente estese per un numero di dimensioni a piacere in quanto ciascu-
na coordinata é trattata indipendentemente dalle altre, e dispone delle stesse
proprieta. O

Definition 3.16. Nello spazio ViV,...V, viene definita moltiplicazione

tra due numeri completi 01(t1,091,...,0p1) € 03(ta,090,...,60,2), il numero
012(t1.2,02(1.2), - - -, On(1:2)) rappresentato anche con il simbolo
01(t1,091, ..., 0n1) - 09(t2, 009, ..., 0n2) che soddisfa la sequente condizione:

01.2(t12,0201.2), - - -, On(1.2)) = 01.2(t1 - Lo, 091 + O22, ..., On1 + On2)
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Questa condizione definisce 'operazione della moltiplicazione, ed equivale
a richiedere:

tig =11t
O2(1.2) = b1 + ba2

On(1.2) = On1 + On2

Ad esempio nella quarta dimensione avremo:

01.2(t1.9,01.9, 712, P1.2) = 01.2(t1 - ta, 01 + b2, 71 + Y2, 1 + ¥2)

con:
t1og =11 - to
Y2 =71t 72
P12 = Y1+ P2

Theorem 3.17. Le proprieta sancite dai teoremi 2.40, 2.41, 2.42, 2.43,
244, 2.45, 2.46 per la terza dimensione si mantengono valide anche per le
dimensioni successive.

Dimostrazione. In pratica le dimostrazioni dei suddetti teoremi possono essere
banalmente estese per un numero di dimensioni a piacere in quanto ciascuna
fase é trattata indipendentemente dalle altre, e dispone delle stesse proprieta.

Un discorso a parte lo meritano le proprieta distributive rispetto all’ad-
dizione e alla sottrazione per le quali occorre considerare che le dimensioni
successive alla terza di fatto la estendono. Questo significa che se tali proprie-
ta fossero state valide nelle dimensioni superiori alla terza lo sarebbero state
anche nella terza, come caso particolare, ma sappiamo che ci6 non é. O

Definition 3.18. Nello spazio ViV5...V, wviene definita divisione tra

due numeri completi 01(t1,091,...,0,1) € 03(ta,099,...,0,2) il numero
01(t1,021,...,0n1)

02(t2,6022,...,0n2) che sod-

oé(t%, 92(%), N (1)) rappresentato anche con il simbolo

rYn

disfa le sequenti condizioni:
1. O% (t%, 92(%), e ,Hn(%)) . Og(tg, 922, e ,an) = Ol(tl, 921, ceey Hnl)

2. 02<t2, 922, Ce 79n2> 7£ 0

La prima condizione definisce la divisione come operazione inversa rispetto
alla moltiplicazione, ed equivale a richiedere che:
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Ad esempio nella quarta dimensione avremo:

01-2(75%79%77%790%) = 01-2(t1 ‘19,01 — 02,71 — Y2, 01 — @2)

con:
t
t;:—l
2 t2
01 =0, — 6,
2
ML= 02
PL=¥1— $2

La seconda condizione trae la sua giustificazione nella necessita di definire la
divisione in modo univoco. Infatti quando essa non vale, I'espressione:

o (t%,QQ(%),,Q ))O:O

[N

1
3 n(

oltre a richiedere un dividendo o4 (t1, 691, ...,60,1) a sua volta nullo, si trove-
rebbe ad essere soddisfatta da piu valori di o (t%, 92(%), ).

rvn

3
Theorem 3.19. Le proprieta sancite dai teoremi 2.57,2.58,2.59, 2.60, 2.61,

2.62, 2.63 per la terza dimensione si mantengono valide anche per le dimen-
s10M1 successive.

Dimostrazione. In pratica le dimostrazioni dei suddetti teoremi possono essere
banalmente estese per un numero di dimensioni a piacere in quanto ciascuna
fase ¢ trattata indipendentemente dalle altre, e dispone delle stesse proprieta.

Un discorso a parte lo meritano le proprieta distributive rispetto all’ad-
dizione e alla sottrazione per le quali occorre considerare che le dimensioni
successive alla terza di fatto la estendono. Questo significa che se tali proprie-
ta fossero state valide nelle dimensioni superiori alla terza lo sarebbero state
anche nella terza, come caso particolare, ma sappiamo che cio non é. O

Definition 3.20. Nello spazio ViV, ...V, viene definita potenza n-esima
del numero completoo(t,0s,...,0;) con n (numero naturale) detto esponente
e o(t,0a,...,0;) base, il numero o, (trn, Oo¢tn), - - -, birn)) Tappresentato anche
con il simbolo o(t,0s,...,0;)" che soddisfa le sequenti condizioni:

1. o(t,09,...,0;,)" =o(t,0a,...,0;)-...-0(t,09,...,0;) pern >0

2. 0(t,92,...,0i)”:%:1 pern =0

3. o(t,0 0;) ! 0

ot 0s,...,0,)" = er n <
’ O(t702a'~-70i) P

O(t, 6’2, PN ,91)
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4. n>0 pero(tby...,0,)=0

Si noti che il termine o(t,0s,...,0;) nella prima e terza condizione ¢é inteso
apparire |n| volte.

La prima condizione definisce il ripetersi della moltiplicazione della base per
sé stessa un numero positivo di volte, la seconda un numero 0 di volte, e infine
la terza un numero negativo di volte. Tutte queste condizioni equivalgono a
richiedere:

toy = t"
Oz(tn) = b2 -1
Oiciny = 0 -

Ad esempio nella quarta dimensione avremo:

0Tn<t7 9, Y, So)n = OTn(tTny eTna Yin, @Tn)

con:
tyn = t"
Oy =10-n
Yn =71
Prn =P 1

La quarta condizione trae la sua giustificazione dall’impossibilita di definire
il modulo della potenza n-esima quando ad essere moltiplicato per sé stesso
per un numero 0 o negativo di volte ¢ proprio lo 0, in quanto in quel caso
sarebbero presenti le seguenti divisioni per 0:

0

o(t,by,...,0,)" = 0= 1 pern=0
1

o(t,by,...,0,)" = s per n < 0 con 0 che appare |n| volte
0

Theorem 3.21. Le proprieta sancite dai teoremi 2.65, 2.66, 2.67, 2.68,
2.69 per la terza dimensione si mantengono valide anche per le dimension:
successive.

Dimostrazione. In pratica le dimostrazioni dei suddetti teoremi possono essere
ripetute inalterate per le dimensioni superiori alla terza, in quanto non dipen-
dono dal numero di dimensioni considerate, ma dalla struttura stessa della
potenza n-esima. ]
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Definition 3.22. Nello spazio V1V; ...V, viene definita radice n-esima del

numero completo o(t,0s,...,0;) con n (numero naturale) detto indice e
o(t, 0y, ...,0;) radicando, il numero oy, (tyn, 02(n), - - -, Giin)) rappresentato an-
che con il simbolo {/o(t,0s,...,0;) che soddisfa le sequenti condizioni:

1. Yo(t,0a,...,0;) ...  ¥/o(t,09,...,0;) =o0(t,0s,...,0;) pern>0

2. — 0 =o(t,0s,...,0;) pern <0
Vo(t,0s,....0)
3. oy = 2, Oaum) = %, o Oy =%
4. n#0  perognio(t,0s,...,0;)
5 n>0 pero(tbs,...,0;,)=0
6. Vt>0, t>0
Si noti che il termine {/o(t,0s,...,0;) nella prima e seconda condizione é

inteso apparire |n| volte.

La prima condizione definisce il ripetersi della moltiplicazione della radi-
ce per sé stessa un numero positivo di volte, mentre la seconda un numero
negativo di volte. Entrambe queste condizioni equivalgono a richiedere:

tin = V't

0 + k - 360°
0, n:ﬂ per k= 41,42, +3 44, ...
(4n) -
0; + k - 360°
Biin) = Ot k- 3607 per k = +1,42, +3, 44, ...
n

La terza condizione trae la sua giustificazione nella necessita di definire la
radice n-esima in modo univoco. Infatti quando tale condizione non vale, ci
saranno n“~Y numeri completi differenti in grado di soddisfare la definizione di
radice n-esima: uno per ciascun insieme distinto di fasi 0a()),03(1n)s- - -, Oi(n);
che soddisfa le relazioni vista sopra.

Ad esempio nella quarta dimensione avremo:

v O(t, 0,7, 90) = Oin(tina einv Yins (PLn)
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con:

tin =Vt

0

0, = —

¥ n

7 :1

n n

_¥

Qpin—n

Anche la quarta condizione trae la sua giustificazione nella necessita di
definire la radice n-esima in modo univoco. Infatti quando tale condizione non
vale, la moltiplicazione della radice per sé stessa un numero di volte pari a 0
richiederebbe I'impiego della seguente espressione:

\ O(t,eg, ceey 91)

\ 0(t,92,...,9i)

che si troverebbe ad essere soddisfatta da piu valori di %o(t, Os,...,0,)].

La quinta condizione trae la sua giustificazione dall’impossibilita di definire
valori della radice n-esima che moltiplicati per sé stessi un numero negativo
di volte siano in grado di dare come risultato proprio il valore 0. Infatti la
seguente espressione:

1
\ 0(t,92,...,0¢)

=0 pern <0,1/o(t,0s,...,0;) appare |n| volte

/ O(t, 02, ce ,91)
richiede l'esistenza di un divisore del numero 1 che possa fargli corrispondere
un quoziente pari a 0: cosa che sappiamo impossibile.

La sesta condizione trae la sua giustificazione dalla necessita di rendere leci-
ta la radice n-esima a livello del modulo t del numero completo o(t, 0s, . .., 6;).

Theorem 3.23. Le proprieta sancite dai teoremi 2.71, 2.72, 2.73 per la
terza dimensione si mantengono valide anche per le dimensioni successive.

Dimostrazione. In pratica le dimostrazioni dei suddetti teoremi possono essere
ripetute inalterate per le dimensioni superiori alla terza, in quanto non dipen-
dono dal numero di dimensioni considerate, ma dalla struttura stessa della
radice n-esima. O]

Definition 3.24. Nello spazio ViV,...V, wviene definita potenza ad

esponente razionale ™ (con n,m numeri naturali) del numero completo
o(t,0y,...,0;) con ™ detto esponente e oft,0s,...,0;) base, il numero
Otmin (Ermin, O2(tminys - - -+ Gictmin))  rappresentato  anche con il simbolo

o(t, 0, ... ,Hi)% oppure {/o(t,0s,...,0;)" che soddisfa le sequenti condizioni:
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1 (R0 07| = olt. 0, 0"

2.m>0 pero(t,fs,...,0;) =0

3. n#0  per ognio(t,0s,...,0,)" e quindi per ogni o(t,0s,...,0;)
4. n>0  pero(t,bfy,...,0,)" =0 e quindi per o(t,0s,...,0;) =0
5. Oatminm) = B, Ottty = B Gigrmgny = B

6. Ytm >0, t">0

7. /t>0, t>0

La prima condizione definisce la potenza ad esponente razionale come una
radice n-esima di una potenza m-esima.

Le seconda condizione é richiesta per la corretta definizione della potenza
m-esima.

Le terza, la quarta, la quinta e la sesta condizione sono richieste per la
corretta definizione della radice n-esima.

Ad esempio nella quarta dimensione avremo:

\ O<t7 9, 7, @)m = Otmin (tTmina eTmMH Prmins @Tmin)

con:

tip =tn
m

0, =".9

n n
_m

7¢n—n Y
_m

me—n %

La settima condizione ¢ richiesta per rendere lecita l’'inversione dell’ordine
tra radice e potenza, ovvero per poter scrivere:

|:n O(t,eg,...,ei) :|m
e quindi: .
(V)
Theorem 3.25. Le proprieta sancite dai teoremi 2.75, 2.76, 2.77, 2.78,

2.79, 2.80, 2.81 per la terza dimensione si mantengono valide anche per le
dimensioni successive.

Dimostrazione. In pratica le dimostrazioni dei suddetti teoremi possono essere
ripetute inalterate per le dimensioni superiori alla terza, in quanto non dipen-

dono dal numero di dimensioni considerate, ma dalla struttura stessa della
potenza ad esponente razionale. O
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