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1 INTRODUZIONE

Ebbene, stavolta ve la siete proprio cercata...dbj@ma Kepleriano era troppo bello per non essifrendato a fondo, senza
doversi cioe limitare alle due sequenze di poligaungerite dal testo. E quindi si & provato ad @samtutte le possibili
sequenze, tanto per vedere dove si approdava...

L'analisi, dopo qualche riflessione e numerosi chicsi & fatta ardua da affondare a fondo in maniel tutto rigorosa; ed
allora ho scelto un approccio intermedio: in mo#tsi non sapendo come dimostrare inoppugnabilnsotme affermazioni,
ho deciso di ricorrere a metodi grafici empiriorrpre!), cioé valutandaad occhig per sovrapposizione d'immagini, quali
fossero le disposizioni ottimali di poligoni da #@oe. E poi doppio orrord!), sono dovuto addirittura ricorrere ad un
postulatobasato sul puro intuito, e sul quale c’é tuttiritto di sollevar dubbi...

Ciononostante, la trattazione rimane tutt’altro ehgetica... E non escludo che possa contenere lppiab@dornale errore, in
uno qualsiasi dei 20 casi di inscrizione esaminiatimole di calcoli era troppo ingente per potesees ricontrollata
adeguatamente...

Per semplificarmi la vita, ho introdotto un formuitain appendice, tanto per non dover replicarealatipetitivi delle stesse
quantita algebriche... Beh, non vi chiedo di contnal tutto, né di arrivare in fondo... Mi & bastataliNertimento della
ricerca e la soddisfazione di essere arrivatofiziéa
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2 IMPOSTAZIONE DEL PROBLEMA

2.1 Generalita

Allora, abbiamo 5 figure geometrichelementafi da inscrivere I'una nell’altra; obbiettivo & ilrcare la sequenza di esse che
porta alla massima superficie possibile per laiptarna (e gia che ci siamo, anche alla minima.l.je$to del problema
richiederebbe di considerare solo le due segueqtienze:

e Circonferenza / Triangolo / Quadrato / PentagoBsagono

e Circonferenza / Esagono / Pentagono / Quadrat@mhdolo

Ma perché non considerare invetgte le possibili
sequenze e non solo quelle due? Prima cosa: qu| Esterno
sono? Poiché 5 oggetti possono essere ordinati —*
successione in 5 x 4 x 3 x 2 = 120 modi diversiepd Interno
che il problema diventi 60 volte piu gravoso... lalte, ¢
se si considerano solo le 2 sequenze base, ocd
considerare 8 diversi casi di inscrizione di patigo]
(triangolo nella circonferenza, quadrato nel trizing

ecc...). Ma quello che conta ai fini della soluziofed

problema é irapporto fra le superfici di ognpossibile

coppiadi poligoni: se prima di esaminare i 120 casi | /
permutazione dell'ordine in cui i poligoni vengopiesi |3
si valutano invece tutti i rapporti fra le supeific

rapporti che sonosolo 20, ecco che il problemg
completodiventa solodue volte e mezzmu complesso .

di quello base...

In pratica, si tratta preliminarmente di riempire

caselle della tabella qui a destra con le relazie

esprimono i rapporti fra le superfici dei poligon
inscrivente ed inscritto, indicati rispettivamentella

prima riga e nella prima colonna della tabella.

Una volta ricavate le 20 formule incognite (ed
corrispondenti valori numerici), diventa semplicarld
in pasto ad un foglio Excel per trovare i 120 prtichdi
essi, presi 4 a 4 in tutti i modi opportuni.

@ | : | (| 1

Figura 1: | rapporti incogniti fra le superfici

Ad esempio, le soluzioni per le due sequenze babgeste dal problema si troveranno moltiplicanda foro i fattori
rispettivamente indicati dai cerchietti rossi edier

Nei 5 capitoli che seguono verranno calcolati idattl rapporti, procedendo colonna per colonnaaatirso la tabella. Il
successivo capitolo 8 fornisce la sintesi dei tiubttenuti, e le relative conclusioni.

Riassumo alcune convenzioni adottate nel segudteyvdare inutili richiami e ripetizioni:
» Perle varie grandezze geometriche si e sceltsatieu seguenti simboli, salvo diversa indicazione:
0 A, per le aree delle superfici dei poligoni, di soliotate di pedice come sotto indicato
A, per i rapporti fra aree (cioé le relazioni ceecaticate nella tabella di Figura 1)
r, per il raggio della circonferenza
I, per il lato di un poligono, anch’esso di soliwtato di pedice

O O O O

h, per l'altezza dei triangoli in cui i poligoni sonsuddivisi, coincidente di norma con l'apotema di
pentagono ed esagono e talora con il semilatoubeqto

! D'ora in poi, mi riferird all'insieme delléigure geometrich&ome apoligoni, intendendo un po’ impropriamente anche la ciremiza
compresa fra essi.
2E inoltre, omettero il termineegolare se non strettamente necessario, dando per scahiai poligoni siano equilateri ed equiangoli.
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0o

X, Y, z ek, per segmenti di volta in volta utili alla risolane dei vari casi

| pedici adottati per i vari simboli algebrici utitati seguono la seguente convenzione:

(0]

o O

o

(0]

C, per la circonferenza
E, per 'esagono

P, per il pentagono

Q, per il quadrato

T, per il triangolo

Si da per scontata la validita delle formule in egtice, che non vengono richiamate esplicitameatecorso dei
calcoli se non in casi particolari

Parimenti, si da per scontato il valore degli angwobstrati nelle varie figure, ricavabili tramiteeraplici
considerazioni geometriche



De Poligonorum Inscriptione 8/50

2.2 Il postulato di monotonicita rotazionale

Tranne che per i casi che comportano la presenita deconferenza (che troveranno comunque una tmiocazione in
questo paragrafo), ogni volta che si consideraaamgpia di poligoni per cercar I'area massima dillquiescritto, si presenta
un problema: qual & 'orientazione relativa frauegooligoni che permette di massimizzare il vatmeeato?

Per trattare la questione, consideriamo I'esempio gpmplesso fra quelli da esaminare, quello deltggono inscritto
nell’esagono. Supponiamo itichiodarel'esagono al foglio di carta, ed inseriamo paiéntro il pentagono. Il pentagono puo
essere in astratto fatto ruotare con continuita6’, poi di volta in volta trasla@® spassger I'esagono. Vi sarebbero quindi
tre gradi di liberta per il posizionamento del @guno: I'angolo di rotazione rispetto all’esagoada posizione, individuabile
ad esempio dalle coordinate del suo centro. Pecuim delleo® situazioni, il pentagono va poi espanso o compréiss a
renderlo tangente all’esagono, evitando ftheiescadall’esagono stesso e toccandone perd con dug \eepici il perimetro,

rimanendovi quindi inscritto come richiesto. Insgan caso va calcolato il rapporto fra le areeyualg massimo ¢ il valore
cercato.

Data la scarsa praticabilita del metodo sopra ésposcorre restringere un bel po’ il campo delsgbilita... Iniziamo col
dire che se facciamo ruotare il pentagono di 1/&mjolo giro, cioé di 72°, esso verra a trovarsima posizione reciproca
rispetto all’esagono equivalente a quella di padem® quindi intuitivo che basta esaminare le soiazioni fra 0° e 72° per
trovare il nostro rapporto massimo. Pero poi, ®ssoschiodiamad’esagono ednchiodiamoinvece il pentagono, ecco che ci
si accorge che anche ruotando I'esagono di 1/6ndola giro ci si ritrova nella situazione inizialguindi & sufficiente
considerare le rotazioni fra 0° e 60°. Al variaet dumero di lati delle coppie di poligoni, si skie di volta in volta I'angolo
piu piccolo, cioé quello relativo al poligono coidl fati.

Estendendo il ragionamento alla circonferenza, sslimendo che essa pud essere intesa come un pohgdoimfiniti lati,
I'angolo in questione sara nullo: non serve quinditare i poligoni inscritti nella circonferenzaad essa circoscritti, tutte le
posizioni sono equivalenti.

Ma si puo far di meglio con pentagono ed esagonediarno: iniziamo col posizionare il pentagono canlato coincidente
con uno di quelli del’'esagono, ed immaginiamoatid ruotare un po’, diciamo di 5° come nell’esemgii sotto:

Figura 2: Accenno di rotazione del pentagono nellsagono

Per comodita, si & scelto un pentagono con lostass dell’esagono; non interessa in questa fesgsimizzarne I'area, si sta
per il momento solo cercando di capire le probléchatrelative alle rotazioni reciproche dei poligon
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Procedendo con la rotazione, dopo un po’ si a@liasituazione illustrata nella figura che segukto in basso a sinistra del
pentagono viene ad essere parallelo a quello ponidente dell’'esagono, ed in pratica ci si ritramgora nella situazione di
partenza, dal punto di vista della posizioakativa dei due poligoni.

a

Figura 3: Ritorno allo stato di partenza per il pertagono nell’esagono

Di quanto € stato ruotato stavolta il pentagononardi ritornare alla situazione di partenza? L@logy € pari alla differenza
fra gli angoli interni dei due poligoni; per un ggito poligono di lati 'angolo interno vale:

180° - 360°/n

Quindi, con poligoni che abbiamoedm lati si ha:

o :‘180, _360 _ops 360°| _[360° _ 360
n m| |m n|

Nel caso in questione, car¥5 edm=6, risultae. = 12° Un valore ancora migliore déR° e 60° considerati in precedenza...
Beh, allora in generale I'angolo massimo ottiogoda scegliere per esplorare tutti i casi possibdato da:

_ . (360 360° [360° 360
ao_mln jl 1 -
m n | m n |

Naturalmente, tutte le regole son passibili di em@... Nel cason=3 ed m=5 vediamo infatti cosa accade: se si procede
come per pentagono ed esagono, la rotazione cheaife posizioni relative a quelle di partenzaaéadancora dalla relazione
qui sopra, pari cioé 48°. Ma stavolta, se prima di ruotare il triangolcsidrasla verso I'alto goi lo si ruota, ci si accorge che
basta ruotarlo d4° per tornare ad uno stato equivalente a quelladepza.

200

Figura 4: Ritorno allo stato di partenza per il triangolo nel pentagono
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Con un po’ di riflessione si conclude che cio camgni qualvolta il numero dei lati dei due poligéndispari per entrambe,
cioe solo nel caso di Figura 4 ai fini di questoljjema.

Quindi:

.(360°_3ao°_|360° 360°|] . (mmj_mm
min ; ; - = Int =—

a. = m n | m n | 2
© min 360°,360°_|360°_360°|/2 :int[m_ﬁhjim_ﬁh
m’' n | m n | 2 2

Ancora: data la simmetria speculare delle figurengetriche in questione (tutte regolari ed equiaagplin fondo basta

esaminare solo i casi relativiraeta delllangolo minimo sopra discusso; andando oléieripetono ciclicamente le stesse
situazioni reciproche fra i due poligoni. La tabethe segue fornisce i valori per I'angolo ottirmapaturalmente per la sua
meta, in tutte le situazioni di rilievo per il pdema in esame (nella tabella, dorfinito si intende la circonferenza, of course):

m n 360/m 360/n [360/m-360/n| Minimo Minimo/2
3 4 120 a0 a0 a0 15

3 5 120 72 15 N 12 |
3 i 120 3] 3] 3] 30

3 Infinito 120 a 120 1] a

4 5 a0 72 18 18 g

4 b a0 a1l a0 a0 15

4 Infinito a0 0 a0 0 0

5 [ 72 3] 12 12 a

5 Infinito 72 ] 72 0 ]

6 Infinito 511 ] B0 0 ]

Figura 5: I massimo angolo da esaminare fra i pogjoni

La tabella vale sia per le inscrizioni che per ileascrizionf; cioé il poligono adm lati pud tanto essere interno quanto
esterno, e viceversa per quello mdati. Guarda un po’, a parte le righe relativeaadirconferenza, tutti i valori ottimali
coincidono con la terza colonna verdina della fab€uesto non & vero in generale; se i Nostri Maleropositori di Quesiti
(NVPQ) avessero voluto essere davvero cattivi, libheeo esteso il problema all’eptagono... In quel casb esempio, i
triangoli inscritti o circoscritti all'eptagono sbbero stati ottimali per rotazione se riferiteghrima, fra le colonne verdine...

Andiamo avanti... Per ciascuno degli infiniti angotimpresi fra0° ed il valore ottimo dix (diviso per 2), occorreortare a

spassdil poligono interno in quello esternogenfiarlo fin quanto possibile: ancora ci si ritrova ¢ situazioni... Anche se
I'angolo di rotazione é stato ristretto ad una iae dei360° inizialmente considerati, resta difficilissimo raffitare il
problema se non si mette qualche paletto di qteedti...

Il paletto & ilpostulato di monotonicita rotazionalehe qui declamo unilateralmefite

Partendo dalla stato in cui i due poligoni hanno uato parallelo, ed al crescere dell’angolo di
rotazione reciproca fra essi nell'intervallo [0%o/2], fissato il poligono esterno, I'area massima di
guello interno varia in modo monotono

Conseguenza immediata gmstulatoe il fatto che I'area massima cercata (o0 in mogeivalente il rapporto fra le aree dei
poligoni), o si riscontra quando il suddetto angdloullo, oppure quando esso valg2.

Cio vuol dire che nei 12 casi che non prevedongrigssenza della circonferenza (per la quale bastnigare un’unica
situazione come visto sopra), € sufficiente comgal@due configurazioni per le quali la posizisaeiproca dei due poligoni
presenta un angolo parDa oppure ado/2.

Il resto della trattazione si basa su questo asssatqualcuno non & d’accordo, pud agevolmenseurare questa trattazione
e passare il resto della serata visionando “ll deafnatello” oppure “L’isola dei famosi”...

3 Mi si perdoni il termine elettorale...
4 Se me lo dimostrate voi, mi sta bene; per questee, o facevo i calcoli nei 20 casi in esamepggwo a dimostrare il postulato...
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2.3 Metodo di verifica dei risultati

Naturalmente, non posso essere certo della validitacalcoli per tutti i 20 casi sotto esaminapiesso sono incorso in errori
grossolani cui ho cercato di rimediare con il metgdi di seguito descritto.

Le immagini di questo documento sono state genéafiteeno quelle di base) col programma CorelDravestp consente una
notevole precisione nel posizionamento delle figgeemetriche, con precisione di una parte su 1@@Q. Nei casi piu
complessi (quelli senza circonferenza, in generale)ercava di adattare il poligono interno al hiwegossibile dentro I'altro,
con espansioni e riduzioni condotte al grado pagq@o possibile, nei limiti del programma (e deenocchi...).

Il risultato € che le figure mostragasiesattamente quanto poi evidenziato dalle variméibe. Poiché CorelDraw fornisce le
dimensioni dei vari oggetti grafici che gestiscepstevano calcolare con esso le dimensiempiriche delle aree e di
conseguenza i loro rapporti. Questo ha consentitaciascuno dei casi critici di confrontare il ttato algebricoottenuto dai
calcoli con quellgyrafico empirico alla fine, corretti i numerosi errori via via camassi, le differenze capitavano sempre al di
sotto di una parte per 1000, o meglio... Cio natuesdt@ non dimostra che i calcoli siano esatti, mgaeindi fiducia si pud
concedere...

A titolo di esempio, prendo il caso col risultatigebrico piu strano e maggiormente passibile dpstisd’errore, poiché
appaiono nella formula risolutiva alcuni numeraiatéri a 4 o 6 cifre, cosa che non si riscontraliredtri 19 casi... Il valore
per il rapporto fra le aree nel caso di pentagarseritto nell’esagono ottenuigraficamenteé 0,775020647386737, quello
calcolato algebricamente € 0,77555787646219. Ifardiiza, inferiore allo 0,07%, mi lascia ben sperar

Il metodo grafico & stato poi sempre utilizzatovgl@ra opportuno) per decidere quale delle duejpwsifra i poligoni (non
ruotati, ovvero ruotati reciprocamentedadj/2) fosse quella ottimale. L'evidenzaafica &€ sempre stata lampante, seppur con
ingrandimenti da microscopio elettronico... Cio, matmente, sempre che si voglia prendere per bubmmstulato di
monotonicita rotazionale

Altra piccola osservazione a margine... L'utilMicrosoft Equation Editopretende che seno, coseno e tangente siano indicat
comesin, cose tan rispettivamente... Me ne sono accorto tardi, ed llwwaatroppo a lungo utilizzato inves®n cosetg...

Per cui nelle varie formule utilizzate alcuni dii termini appaiono ircorsivo (italics... they say...), altri no... Mi scuso per
questo...Non appena mi sara richiesto di pubblicaesitp documento s&roceedings of the American Mathematical Society
provvederd ovviamente a correggere, dietro cormesipae di 906899% (pari ad un milione di volteill grande rapporto fra

le aree dei poligoni da me trovato).
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3 POLIGONI INSCRITTI NELLA CIRCONFERENZA

Nel caso in cui si inscrivano poligoni regolari laelcirconferenza, non ha alcuna importanza I'angodtativo al
posizionamento del poligono, come visto nel parfag2a?2.

Tutti i vertici dei poligoni toccano la circonferem stessa, e nulla cambia facendo ruotare i poligeia circonferenza;
quindi evidente che le posizioni reciproche di @irferenza e poligoni nei 4 casi che seguono soetdieqattimali, nel senso
che massimizzano i rapporti cercati fra le aree.

3.1 Esagono inscritto nella circonferenza

Assuntor noto, occorre ricavare I'area dell’esagono in fane dir; essendo I'esagono suddivisibile in 6 triangoluitgeri,
tale area ¢ il sestuplo di quella del triangdIBQ mostrato nella figura che segue, la cui baka valore, per cui:

A ﬁd’%"'zsnm&edﬁo):smzm‘/;

P Q

Figura 6: Esagono inscritto nella circonferenza

Quindi:

3.2 Pentagono inscritto nella circonferenza

Assuntor noto, occorre ricavare I'area del pentagono inziimme dir; essendo il pentagono suddivisibile in 5 triangoli
isosceli, tale area € il quintuplo di quella de&rigoloOPQ mostrato nella figura che segue, per cui:

A =5L'P2Eh _c 20 Et:os(54;I] Benbd) _ ;e Eﬁer(zm) _50° 1§+2B/§

Quindi:
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Figura 7: Pentagono inscritto nella circonferenza

3.3 Quadrato inscritto nella circonferenza

Assuntor noto, occorre ricavare I'area del quadrato in fone dir; essendo il quadrato suddivisibile in 4 triangelitangoli
isosceli, tale area € il quadruplo di quella dieingoloOPQ mostrato nella figura che segue, per cui:

V2 o2

A, ﬂd’%‘zzmm [oq45) [t (Ser(45) = 412 E—I?EI?ZZDTZ

Figura 8: Quadrato inscritto nella circonferenza

Quindi:



De Poligonorum Inscriptione 14/ 50

3.4 Triangolo inscritto nella circonferenza

Assuntor noto, occorre ricavare I'area del triangolo inZiome dir; essendo il triangolo suddivisibile in 3 triangaitangoli
isosceli, tale area ¢ il triplo di quella del tggo OPQ mostrato nella figura che segue, per cui:

A =3P 320 [cog30) @ Eser(so)zmzﬁglzsnrzaﬁ
2 2 2 2 4

Figura 9: Triangolo inscritto nella circonferenza

Quindi:
30°Q/3
A =% = ”‘5 — - 34%/15 = 0,413496+
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4 POLIGONI INSCRITTI NELL'ESAGONO

4.1 Circonferenza inscritta nell’esagono

Assuntor noto, occorre ricavare I'area dell’esagono in fane dir; essendo I'esagono suddivisibile in 6 triangoluitgeri,
tale area € il sestuplo di quella del triangOBQ mostrato nella figura che segue, la cui daba valord, per cui:

2 2
= = = = = r
6@% 300 3E|Sr7u 3n_ =80 _epp3

efe) V3 VB
2

Quindi:

T’ =71E{/§
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4.2 Pentagono inscritto nell’esagono

Come conseguenza debstulato di monotonicita rotazionaled in accordo alla tabella di Figura 5, occoffiexirsi al caso in
cui il pentagono abbia un lato parallelo ad unguklli del’'esagono, ed a quello in cui il pentagatiesso sia ruotato @P
gradi.

Nella figura che segue, a sinistra &€ mostrato gsimao quadrato inscrivibile relativamente al prioaso, mentre a destra un
pentagondli uguali dimensioné piazzato nell’esagono nel migliore dei modi fmbs

Si osserva che nel secondo caso le dimensioniefghgono dovrebbero essere soggette ad una ridupemconsentire al
pentagono stesso di restare inscritto, per cuitladone che massimizza il rapporto fra le areguélla di sinistra. La
differenza fra i due casi € inferiore all'1%, m&eilmente riscontrabile nell'ingrandimento mostratdestra.

Figura 11: Pentagono inscritto nell’'esagono

Come quasi sempre quando il pentagono e coinvsitatta di uno dei pit complessi fra i 20 casirdalvere. In questo
specifico caso, ci si semplifica un po’ la vita tardo I'immagine in alto a sinistra (quella di irtsse) di 9 ed
aggiungendo poi alla figura un triangolo equivadeatl uno dei 6 equilateri che compongono I'esaganoosa), come qui
sotto mostrato.

y
Figura 12: Pentagono inscritto nellesagono, con @@ndice protuberante

Assunto noto il lato del pentagohg occorre ricavare le aree di esagono e pentagofumnzione dil,. Con riferimento alla
figura qui sopra, e cominciando con I'applicareedrema dei seni al triangolo indicato ¢onin figura, si ha:

® La rotazione & solo per questioni di impaginaziaweuralmente...
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. _ X
ser{120) ser(48)

Quindi:

J10+23/5 +435-1)

_. _sel48) _ _, 43 . _
K=o g 1o J8§ —IPE—Il—zEEx/EEl/S J5+4305 1)}

2

Si ha poi, per come & stato costruito il triangulsa, e tenendo conto che lo stesso, indicatdréo@ equilatert
y=x+l, =2

Quindi:

o, L

|
E 2 2

=|2—ZE€«/§E«L/§EL/5+\/§ +3E«L/§+9j

Adesso, I'area del pentagono € data dal quintuplend dei suoi triangoli isosceli elementari; qujncbn riferimento alla
figura in alto:

(h
=53F
A 2
Essendo:
h=1ser{54)
|, = 200 [tog54)
Si ha:
_ e
| = — P
2 (kos (54)

h= —P _ _ 4
2 [kos (54)D°\en(5 )

®si precisa qui ch&, comprende sia il triangolo rosa che il trapezitunbo azzurro...
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Quindi:
| \/§+1
o 0P [ser(54)
AD:5dPI:h:5|] 2(eog54) :|P2|3§gser(754):|;£g#:
2 2 4 cod54) 4 " ho-20/5
4

: 5 J5+1 D10+2B/§_ BJ_E 520

=] =|
" 4 J10-20/5 10+20/5 = 4

Passiamo all’area dell'esagono; essa € data dalpsesli uno dei suoi triangoli equilateri element®d esempio, guarda
caso, prendiamo proprio quello rosa aggiunto riglera su in alto, che come visto equivale ad unalsjasi degli altri:

Si ha:
A wd% =3[, [, |:<1;er(60):‘°’i2/§EI]E2 :ﬂlz/‘g’tﬁ'z—zt@/ia/?sa/sh/é +3[4/§+9ﬂ2 =
:|P2G‘3{—§[€13+5g/§+\/§g/§a/25+11g/§)

Infine:

Questo caso € shalorditivo per come appaiano nusnerimi durante i calcoli (cosa di solito sintomefghe errore...), ma
che poi scompaiono quasi miracolosamente elideradeisienda. ..
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4.3 Quadrato inscritto nell’esagono

Come conseguenza debstulato di monotonicita rotazionaled in accordo alla tabella di Figura 5, occoffierirsi al caso in
cui il quadrato abbia un lato parallelo ad uno gl del’'esagono, ed a quello in cui il quadratesso sia ruotato di5°
gradi.

Nella figura che segue, a sinistra &€ mostrato gsimao quadrato inscrivibile relativamente al prioaso, mentre a destra un
quadratadi uguali dimensioniruotato dil5°in senso antiorario, € piazzato nell’'esagono riglione dei modi possibili

Si osserva facilmente che nel caso di destra leemsioni del quadrato dovrebbero essere soggetignadiduzione per
consentire al quadrato stesso di restare inscpiéocui la situazione che massimizza il rappardd aree € quella di sinistra.

Assunto noto il latdg del quadrato, occorre ricavare I'area dell'esagontunzione dilg. Con riferimento alla parte sinistra
della figura che segue, si ha:

Figura 13: Quadrato inscritto nell’esagono

Si ha poi, essendo I'area dell'esagono il sestdplbarea di uno dei suoi triangoli equilateri coomenti:

_adeth _ I ++/3 +w/§_w/§ 2rb o 2 [/3+3
AE_6d7_3B%ﬂJ§ EHQ& n _?D]Q [(u J§)2_|Q BZT

Quindi, infine;
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4.4 Triangolo inscritto nell’esagono

Come conseguenza debstulato di monotonicita rotazionaled in accordo alla tabella di Figura 5, occoffierirsi al caso in
cui il triangolo abbia un lato parallelo ad unogdielli dell’esagono, ed a quello in cui il triangadtesso sia ruotato 8D°
gradi.

Nella figura che segue, a destra € mostrato il immasiangolo inscrivibile relativamente al secormso, mentre a sinistra un
triangolodi uguali dimensioné piazzato nell’'esagono nel migliore dei modi gubs

Si osserva facilmente che nel caso di sinistraiteedsioni del triangolo dovrebbero essere soggedteina riduzione per
consentire al triangolo stesso di restare ins¢iitgo cui la situazione che massimizza il rappfreide aree & quella di destra.

Da una rapida ispeziored occhiodellimmagine in basso a destra, si osserva chaaihgolo € composto da 6 triangoli
rettangoli fra loro equivalenti, mentre I'esagommmprende gli stessi 6 triangoli di cui sopravioletto), piu altri 6 identici (in
azzurrg.

Se si indica allora con'area della superficie di uno qualsiasi dei tgah rettangoli violetti ed azzurri della figura basso

a destra, si ha:

Figura 14: Triangolo inscritto nell’esagono
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5 POLIGONI INSCRITTI NEL PENTAGONO

5.1 Circonferenza inscritta nel pentagono

Assuntor noto, occorre ricavare 'area del pentagono inziimme dir; essendo il pentagono suddivisibile in 5 triangoli
isosceli, tale area ¢ il quintuplo di quella d&rigoloOPQ mostrato nella figura che segue.

Per uno qualsiasi di tali triangoli valgono le zédani:

b=20[¢og54) =2 pod54) _ 2(r

ser{54)  tg(54)

P b Q
Figura 15: Circonferenza inscritta nel pentagono

Quindi:
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5.2 Esagono inscritto nel pentagono

Come conseguenza dadstulato di monotonicita rotazionaled in accordo alla tabella di Figura 5, occoiferirsi al caso in
cui I'esagono abbia un lato parallelo ad uno dilgdel pentagono, ed a quello in cui 'esagonsstesia ruotato di° gradi.

Nella figura che segue, a destra € mostrato il imnasesagono inscrivibile relativamente al seconalenc mentre a sinistra un
esagondli uguali dimensioné piazzato nel pentagono nel migliore dei modsjimis

Si osserva che nel primo caso le dimensioni delfeso dovrebbero essere soggette ad una riduzienegmsentire
al’esagono stesso di restare inscritto, per cusiteazione che massimizza il rapporto fra le a¥equella di destra. La
differenza fra i due casi € inferiore allo 0,1% (fa & facilmente riscontrabile nell'ingrandimentostrato a sinistra.

Figura 16: Esagono inscritto nel pentagono

Come quasi sempre quando il pentagono €& coinlteatta di uno dei piu complessi fra i 20 casridalvere. Assunto noto il
lato dell’esagondg, occorre ricavare le aree di esagono e pentagofumzione dilg. Con riferimento alla figura qui sopra, e
cominciando con 'applicare il teorema dei sertriaingolo indicato cof; in figura, si ha:

e _ X
ser(54)  ser{120)

Da cui:

&

 sefi2)_ o, 23 -1 J3E-1)
_IEGSSGITAP)—IED\/§+1—IED2\/§+1D\/§_1—IED :

4

Applicando ancora il teorema dei seni, stavoltaiahgolo indicato cof, in figura, si ha:

e N 4
ser109  ser{18)

Da cui:
J5-1
senl® _ o 4 | J5-1  410-20/5 ID£G/5—2E{/§
5

=|_ 3 4 =
Ji0+2@/5 © \10+20/5 10-203/5

4

T serl08

Si ha poi:



De Poligonorum Inscriptione 23 /50

I, =x+y=1 gjg \/—B/5 20/5 Eﬁﬂ/_liﬂx/g 1)+2I3/_B/5 203/5

Adesso, 'area del pentagono in funzione del stméagia stata ricavata in precedenza nel paragr2foquindi, richiamando
la relazione citata si ha:

e o 5848 8

9‘2—5[@/325 790/5+2R3/3R/54/3- )

=|52'j{3—§[1 325—795/§+2B/§E\/EEE*/3+‘/9T-‘/3“/EJ]:
|j/_§
8

V2 V2
§325-790/5 ++2 33EEH/5 —1)}

Richiamando dallo stesso paragrafo 4.2 anchedaicgle che fornisce I'area dell'esagono in funzidaksuo lato si ha infine:

Questo € il caso in cui il risultato & espresséadarmula pitu complessa fra le 20 contemplate; gacsi sia errata, ma come
anticipato nell'introduzione, paragrafo 2.3 yvkxifica graficafornisce un risultato simile migliore di una paste 1400...
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53 Quadrato inscritto nel pentagono

Come conseguenza debstulato di monotonicita rotazionaled in accordo alla tabella di Figura 5, occoffiexirsi al caso in
cui il quadrato abbia un lato parallelo ad uno @l del pentagono, ed a quello in cui il quadratesso sia ruotato &
gradi.

Nella figura che segue, a destra & mostrato il mTasguadrato inscrivibile relativamente al secoodso, mentre a sinistra un
guadratadi uguali dimensioné piazzato nel pentagono nel migliore dei modsjimis

Si osserva che nel primo caso le dimensioni dediga dovrebbero essere soggette ad una riduzienegnsentire al
quadrato stesso di restare inscritto, per cuitleagione che massimizza il rapporto fra le areedlg di destra. La differenza
fra i due casi & inferiore all’1%, ma é facilmenteontrabile nell'ingrandimento mostrato a sirastr

Figura 17: Quadrato inscritto nel pentagono

Come quasi sempre quando il pentagono € coinwltmatta di uno dei piu complessi fra i 20 casridalvere. Assunto noto il
piu esteso dei lati dei 5 triangoli isosceli in dyientagono & suddiviso, indicato cloroccorre ricavare le aree di quadrato e
pentagono in funzione dli Con riferimento alla parte destra della figuralto, e cominciando con I'applicare il teorema dei
seni al triangolo indicato comy in figura, si ha:

I X
ser(63) ~ ser(72)

Quindi:

10+2B/§
I:g,er(72)
o) o o)

_iaan. V10+286 205445 (v5-1)
2005446 +45-1 25+ 5 - V5-1)

=|E—|—D“10+2 5 9/5- 1[@«/_E{/5+ J5-(V5- 1))

5
D?E@\/E—F—za/éj

Ancora, dallo stesso triangolo:
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I z
ser(63) ) ser(45)

Quindi:
JE
|E§er(45) 2 _ 4 /205475 - (V5-1) _
ser(63) \/_ngg/m+£ 1] J_E{/5+J§+ 5-1 J_E{/5+[ V5-1)
G/5+I (V5 ) IDlo—za/E—(s—\/E)
J5+1 \/E 1 2
Si ha poi:

k:|—z:|—mm‘3+\/§:|§—x/§—m
2 2

Applicando ancora una volta il teorema dei seaidaita al triangolo indicato cof, in figura, si ha:

k __ Y
ser(63)  ser(54)

Quindi:

J§+1

_ ceerlsd) Lﬁ_*/—_\/ﬁ
ser{63) 2 ft@fg/ﬁgg 1)
_ @f5+1 5510205 y2u/5+5-(V5-1)_
V2 3al5e5 451 235446 ~(5-1)
| 255 E/5B +2/2 /5275 57 5 -1
4

E’ adesso possibile valutare I'area del quadrafanzione dil:
Ay =lg" = (x+y) =
2
{| @/?5[@\/3_ /75_2[{/3)+I 26/50/5-5 +2a/§5\4/5—2g/§ —5[4/5[6(5-1)} _

=I2G2EEJ§E{/5—J§—(3—J§)T =I292—[€6—2E{/§—\/§BL/25—11E{/§]

Infine, considerando la relazione che esprime #atel pentagono in funzione Idiresente nel successivo paragfasoha:

7 | calcoli per i vari casi non sono stati eseguiio stesso ordine in cui sono qui presentatguld’inversione della sequenza...
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54 Triangolo inscritto nel pentagono

Come conseguenza debstulato di monotonicita rotazionaled in accordo alla tabella di Figura 5, occoffiexirsi al caso in
cui il triangolo abbia un lato parallelo ad unoadielli del pentagono, ed a quello in cui il trialgstesso sia ruotato dR°
gradi.

Nella figura che segue, a sinistra € mostrato Bsimo triangolo inscrivibile relativamente al prircaso, mentre a destra un
triangolo di uguali dimensioni, ruotato #2° in senso orario, € piazzato nel pentagono nelionggbei modi possibili.

lp
Figura 18: Triangolo inscritto nel pentagono

Si osserva facilmente che nel secondo caso le diowindel triangolo dovrebbero essere soggette rad riduzione per
consentire al triangolo stesso di restare ins¢iitto cui la situazione che massimizza il rappbede aree € quella di sinistra.

Come quasi sempre quando il pentagono € coinwltmtta di uno dei piu complessi fra i 20 casridalvere. Assunto noto il
piu esteso dei lati dei 5 triangoli isosceli in dypentagono e suddiviso, indicato clproccorre ricavare le aree di triangolo e
pentagono in funzione dli Con riferimento alla parte sinistra della figimaalto, e cominciando con I'applicare il teorena d
seni al triangolo indicato comy, in figura, si ha:

I X
ser(78) ~ ser(30)

Quindi:

_|E§er(30) 12 4l
ser(78) «/_E{/10+2«/§+«/_ 21 3010+ 295 +45-1
8

Poi, essendb= x + z

40 _, 3/30310+ 25 +15-5
Jéa/1o+2¢§+d§—1 \/_E{/10+2«/§+\/_ -1

Applicando ancora il teorema dei seni al triangbjo

z=l-x=1-

|y
se{78)  ser(72)
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Per cui:

_|E§er(72)_|D\/10+2E«L/§D 8 . 10+204/5
ser{78) 4 Janf1o+245 +45-1 J3R[10+ 25 +45-1

Si ha poi, ancora per il teorema dei seni, ma #fmapplicato al triangolo indicato cdn nella figura in alto

k z
ser(54) ser(48)

Allora, ricordando I'espressione pesopra ricavata:

Eger(54 4/3310+2/5+5-5 */3”13 8
sef48)  3E10+2/5++45-1 V1042035 +v3 W51

_,q/33/10+2V5+45-5 V5+1
3010+ 25 +45-1 J10+2[{/§+\/_[ﬂ(5 1)

Tutto quanto fatto finora € servito a trovare espi@ni per i segmenyi e k mostrati nella figura in alto, in funzione del dat
assunto noto, ciole la somma di tali segmenti costituisce il I&talel triangolo di cui si sta cercando l'area.

Si ha allora:

L= y+k=200 10+23/5 ., /3310+2/5+45-5 J5+1
V3R/10+2V5 +45-1  3G/10+2/5+y5-1 \/10+2E/§+\/_Eé\/§—1)

Dopo inenarrabili calcoli algebrici (che non espoiiy dettaglio per commossa pieta nei Vs. confjbstiarriva a

- EE(\/§+5) 10+2E{/§—4B/§B/§}

T

L’altezza del triangold; (non mostrata in figura per non complicarla tropgadata da
_ _, /3
h, =1, 3er{60) =1, e

Per cui:

b _| Zg@:g[ﬁ(£+5)m—4ﬂ/§ﬂ/g}2@§=

2 T 4
_1°63 (30+10E/§)[(u0+2%)+240_8E/§E/§[¢\/§+5) 1o+2[{/§}:

256

= ';Ef EE640+160E«L/§ -400/3 Eﬂf5+1)5\/10+ 2[{/3} =
_IPBE3 [izﬂ/é EE16+ 4E{/§—x/§i\/§+1)@10+2w§}

>
I

... Con camparema... Poi ho cambiato sistema

8 Questo del triangolo nel pentagono & stato il priei casi complessi che ho affrontato
lavorando direttamente con Equation Editor. Ciegapila differenza nella logica di calcolo algebidéguesto caso rispetto agli altri
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Passiamo all'area del pentagono; essa ¢ il quintigduella di uno qualsiasi dei triangoli elementhe lo compongono:

A :5d"P2“P - [ser(54)[§[l [cog54) = 511° [ser(54) bod54) =

l1a_ 2
:5[|]2D‘/§4+1D 10 42% :51[2 {5 +1)310-20/5

Infine:
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6 POLIGONI INSCRITTI NEL QUADRATO

6.1 Circonferenza inscritta nel quadrato

Assuntor noto, occorre ricavare I'area del quadrato in fone dir; essendo il latb del quadrato di lunghezza doppia rispetto
adr, si ha:

2 2
I T 0785308+
12 40?4

Ao

:i:
Ao

Figura 19: Circonferenza inscritta nel quadrato
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6.2 Esagono inscritto nel quadrato

Come conseguenza debstulato di monotonicita rotazionaled in accordo alla tabella di Figura 5, occoffierirsi al caso in
cui 'esagono abbia un lato parallelo ad uno dilgdel quadrato, ed a quello in cui 'esagono stesia ruotato di5° gradi.

Nella figura che segue, a destra € mostrato il imasesagono inscrivibile relativamente al seconaleo¢c mentre a sinistra un
esagondli uguali dimensioné piazzato nel quadrato nel migliore dei modi fimlss

Si osserva facilmente che nel caso di sinistraineedsioni del’esagono dovrebbero essere soggettena riduzione per
consentire all’ esagono stesso di restare inscp#ocui la situazione che massimizza il rappfietde aree é quella di destra.

Assunto noto il latdg dell’esagono, occorre ricavare I'area del quadmatfunzione dilz. Con riferimento alla parte destra
della figura che segue, si ha:

x=|_ [tod45)=1_03/2/2
z=1_®er60) =1, 3/3/2
_z _1.6B8e_1.0/6
Y serfas) T 2@z | 2

il N

Figura 20: Esagono inscritto nel quadrato

Quindi:
A, =17 = (x+y) =[IE E—I\/?EHE GJ?E]Z =%[6\/§+\/E)2 =17 [ﬁZ+J§)

L'area dell’'esagono ¢ il sestuplo di uno dei trialhgquilateri che lo compongono, per cui:

AE=6d£=3[I]E[I]EE—|\/—§=IE2G@
2 2

2

Infine:



De Poligonorum Inscriptione 32/50

6.3 Pentagono inscritto nel quadrato

Come conseguenza debstulato di monotonicita rotazionaled in accordo alla tabella di Figura 5, occoffiexirsi al caso in
cui il pentagono abbia un lato parallelo ad ungelli del quadrato, ed a quello in cui il pentagatesso sia ruotato @P
gradi.

Nella figura che segue, a destra &€ mostrato il mnaspentagono inscrivibile relativamente al secondso, mentre a sinistra
un pentagondi uguali dimensioné piazzato nel quadrato nel migliore dei modi ks

Si osserva facilmente che nel primo caso le dinoemsilel pentagono dovrebbero essere soggette adiduzone per
consentire al quadrato stesso di restare inscpieiogui la situazione che massimizza il rappaddd aree € quella di destra.

Figura 21: Pentagono inscritto nel quadrato

Come quasi sempre quando il pentagono e coinwltmatta di uno dei piu complessi fra i 20 casridalvere. Assunto noto il
piu esteso dei lati dei 5 triangoli isosceli in dypentagono € suddiviso, indicato chroccorre ricavare le aree di quadrato e
pentagono in funzione dli Con riferimento alla parte destra della figuralto, e cominciando con I'applicare il teorema dei
seni al triangolo indicato comy in figura, si ha:

L _
ser{45)  ser(72)
Quindi:
22) V10+20/5 =
=|E§e72:|g 4 :|D5+5
R T V2 >
2
Si ha poi:
I ZZDJEOS(54)=ZD]D\/1O_4T./§ -10 10—22G/§

E quindi, applicando ancora il teorema dei seniddta al triangoloT, in figura:

. _ X
ser(90) - ser(27)
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Poi:

X=lp

5
ser(27) _ | 4/10-20/5 DSZEQ‘/EB“F’*‘/%"/E* ):
1

ser{90) 2

= E—I\/TEEQ\E—\/S—ZB/E)
L’area del quadrato € allora esprimibile come segue
2
Ab:|;:(x+y>2:[|g%gﬁ-\/*s_zm‘)ﬁgi%;@] i

:IZEI\{T%[@\/E—\/S—ZG/E +208/5+45 +1)

Ricordando allora I'espressione dell'area del pgowa in funzione di I, gia ricavata nel paragrafé, ®d applicando ad essa
un’ulteriore semplificaziorfesi ha:

A = 51[22 {5 +1)310-20/5 =12 L5B/§G'SS+‘/§

Infine:

9 Solo alla stesura di questo paragrafo mi accagta possibilita di semplificare ancora I'espress dell’area del pentagono... Non
riporto i calcoli nei paragrafi gia scritti, pardon
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6.4 Triangolo inscritto nel quadrato

Come conseguenza debstulato di monotonicita rotazionaled in accordo alla tabella di Figura 5, occoffierirsi al caso in
cui il triangolo abbia un lato parallelo ad unodgdielli del quadrato, ed a quello in cui il triangatesso sia ruotato @b°
gradi.

Nella figura che segue, a destra € mostrato il mmasiangolo inscrivibile relativamente al secormiso, mentre a sinistra un
triangolodi uguali dimensioné piazzato nel quadrato nel migliore dei modi ks

Si osserva facilmente che nel primo caso le dinoemsilel triangolo dovrebbero essere soggette ad rictheeione per
consentire al triangolo stesso di restare ins¢Hitto cui la situazione che massimizza il rappbede aree € quella di destra.

lo

Figura 22: Triangolo inscritto nel quadrato

Assunto noto il latdg del quadrato, occorre ricavare |'area del triangal funzione di. Con riferimento alla parte destra
della figura in alto, si ha:

I =
cod15)
h=1, Bser(ﬁo):ﬂ
2[¢od15)
Quindi:
R P P e N Pl U S R Pt 1 3/3d2-V3)
2 2

cod15) 2itodls) 4cog(15) 4EE\/5+\/§J2 " 243 [2+43)de-V3)
4

-1, or/3-3)

Infine:
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7 POLIGONI INSCRITTI NEL TRIANGOLO

7.1 Circonferenza inscritta nel tfriangolo

Assuntor noto, occorre ricavare I'area del triangolo inZiame dir; essendo il triangolo suddivisibile in 3 triang@osceli,
tale area € il triplo di quella del triangdiPQ mostrato nella figura che segue.

P Figura 23: Circonferen?a inscritta nel triangolo Q
Si ha allora:
2
A =3P _ g 20 Eod30)F _ 3R/3TF* _ . i
2 2 23er30)
Quindi:

2
Ao =%— nh® 3 _ o eoasoor

" 3@3n 9
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7.2 Esagono inscritto nel triangolo

Come conseguenza dadstulato di monotonicita rotazionaled in accordo alla tabella di Figura 5, occoiferirsi al caso in
cui 'esagono abbia un lato parallelo ad uno dilgdel triangolo, ed a quello in cui I'esagonoste sia ruotato c80° gradi.

Nella figura che segue, a sinistra & mostrato §simo esagono inscrivibile relativamente al primmsa mentre a destra un
esagondli uguali dimensioniruotato di30° in senso orario, € piazzato nel triangolo nel iorgldei modi possibili.

Si osserva facilmente che nel secondo caso le diomindellesagono dovrebbero essere soggette adridnzione per
consentire all'esagono stesso di restare inscppcui la situazione che massimizza il rappaddd aree € quella di sinistra.

Da una rapida ispeziored occhiodellimmagine a sinistra, si osserva che i trartgoli violetti ai vertici della figura di
sinistra qui sotto riportata sono identici ai @&mgoli equilateri che compongono 'esagono.

Figura 24: Esagono inscritto nel triangolo

Se si indica allora con fAl'area della superficie di uno qualsiasi dei tgal violetti ed azzurri della figura qui in alto a
sinistra, si ha:
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7.3 Pentagono inscritto nel triangolo

Come conseguenza del postulato di monotonicit&ziamtale, ed in accordo alla tabella di Figura s ooce riferirsi al caso in
cui il pentagono abbia un lato parallelo ad unguilli del triangolo, ed a quello in cui il pentagostesso sia ruotato #b°
gradi.

Nella figura che segue, a sinistra € mostrato Bsimo pentagono inscrivibile relativamente al pricago, mentre a destra un
pentagono di uguali dimensioni, ruotato di 12°énso antiorario, € piazzato nel triangolo nel roiglidei modi possibili.

Figura 25: Pentagono inscritto nel triangolo

Si osserva facilmente che nel secondo caso le dimmindel pentagono dovrebbero essere soggettenadiduzione per
consentire al pentagono stesso di restare inscp#p cui la situazione che massimizza il rappdréole aree e quella di
sinistra.

Come quasi sempre quando il pentagono € coinwltmatta di uno dei piu complessi fra i 20 casridalvere. Assunto noto il
piu esteso dei lati dei 5 triangoli isosceli in dypentagono € suddiviso, indicato croccorre ricavare le aree di triangolo e
pentagono in funzione dli Con riferimento alla parte sinistra della figimealto, e cominciando con I'applicare il teorena d
seni al triangolo indicato comy in figura, si ha:

- _
ser30) ser(72)
Quindi:
y=| ser{72) _,,2/10+203/5 _ | 410+20/5
ser(30) 4 2
Si ha poi:

|, =20 &og54) = 200 D\/lo_A,Tl/g | D\/lo—le/g

Applicando nuovamente il teorema dei seni, staaltsiangolo indicato coif, in figura, si ha:

. _ X
ser{60) ser(72)
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Quindi:
Dsefz _I@/1o 205 @/1o+2I3/_ |@£|}’—10 502 IE_,L
sen6
Allora:
|T:x+y:|ﬁ@’?’g/ilm"l(”’zzg/g :'EEQZB/§D/§+3 10+2D/§)
E poi:

h=I, &erﬁGO——[@ZD/Z_’:EI/E+3IZI/10+2 j 'BE[QZB@D/EHEMOQ j

L’area del triangolo & quindi data da:

A = 'D“ 1[—LE€2I3/_I3/§+3 10+2 5]di—'f’[€2g/§g/§+3 10+2|3/§]=
- [@2@/‘&/@3 1o+2[«1/6)2= 2?[@2&3@/&25@%&/@)

144

Ricordando la formula relativa all’area del pentaggia ottenuta nel paragrafo 5.4 si ha allora:
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7.4 Quadrato inscritto nel triangolo

Come conseguenza del postulato di monotonicit&ziamtale, ed in accordo alla tabella di Figura s ooee riferirsi al caso in
cui il quadrato abbia un lato parallelo ad uno altj del triangolo, ed a quello in cui il quadrattesso sia ruotato db°
gradi.

Nella figura che segue, a sinistra € mostrato gsimao quadrato inscrivibile relativamente al prioaso, mentre a destra un
quadrato di uguali dimensioni, ruotatoldi® in senso orario, & piazzato nel triangolo nel raigldei modi possibili.

Figura 26: Quadrato inscritto nel triangolo

Si osserva facilmente che nel secondo caso le dim@indel quadrato dovrebbero essere soggette adridozione per
consentire al quadrato stesso di restare inscpiéocui la situazione che massimizza il rappardd aree € quella di sinistra.

Assunto noto il latdg del quadrato, occorre ricavare I'area del triangalfunzione dig. Con riferimento alla parte sinistra
della figura in alto, si ha:

IT:x+y=—IQ =l M2 +1
serl60) ¢ ° 13

h=y[$en(60) =1,

o TS,

Per cui:

2 2 NE) 12

AF=M=1D]QEE£+1JEEIQ - +QJ=Q7[€_+1 [E—+1] L2 JB/3+12

Quindi:
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Ed a questo punto é possibile riprendere la talbelagura 1, riempiendola con tutti i 20 valowati:
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RIEPILOGO DEI RISULTATI E CONCLUSIONI

Estermo
—
Interno

¢ A

1 0,906200 | 0.864506 | 0,785398 | 0,604600

0.826993 1 0,775558 | 0,696152 | 0,666667

0,756827 | 0,767210 1 0.,673649 | 0,538541

0,636620 | 0,618502 | 0,662219 1 0.497423

0.413497 | 0,.500000 | 0.412209 | 0. 464102 1

40/ 50

Figura 27: Riepilogo dei rapporti fra le aree dei pligoni

Prima cosa, un’occhiata a questi rapporti; sedirsamo per valore, dal minore al maggioreglissificae la seguente:

1|PT| 0412209 11| TE| 0666667
2|CT| 0413497 12| QP | 0,673649
310T] 0464102 13| OE| 0,696152
4|TQ| 0497423 14 CP| 0,756827
3| ET| 0,500000 13| EP | 0,767210
6| TP | 0,538541 16| PE| 0,775558
7|TC]| 0,604600 171QC) 0,785398
8|EQ]| 0,618802 18| CE| 0,826993
91C0Q| 0,636620 191 PC| 0,864806
10| PO 0,662219] (200 EC| 0,906900

Figura 28: Classifica dei rapporti fra le aree depoligoni

| vari casi sono identificati da coppie di lettel@ prima relativa al poligono esterno, la secoalifinterno™. Quindi inserire

circonferenze in esagoni.

triangoli in pentagoni pare fortemente svantaggi¢sovantaggioso?), in particolar modo rispetto allinserimento di

La tabella che segue, invece, mostra i confroati flue casi possibili per ogni coppia di poligdniertendo cioé i ruoli di
interno ed esterno. La massima distanza fra i disesi riscontra per la coppia circonferenza-tridagla minima per quella

esagono-pentagono.

10'si osservi che questa convenzioreppostaa quella utilizzata per i fattoNky calcolati nei precedenti capitoli.
1 Naturalmente, bisognerebbe sapere cosa uno deenéa delle due figure...
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CT| 0413497| TC| 0,604600] 0,683918
ET | 0,500000| TE | 0,666667] 0,750000
PT | 0,412209| TP | 0,538541] 0,765418
CQ| 0,636620]GC| 0,785398] 0,810569
CP| 0,/56827| PC| 0,864806) 0,875140
EQ| 0,618802) QE| 0,696152| 0,888889
CE | 0,826993| EC| 0,906900] 0,911891
OT|[ 0.464102|TQ | 0,497423] 0,933013
PO | 0,662219) QP | 0,673649] 0,983033
EP | 0,767210] PE | 0,775558] 0,989237

[ | = | S [ T | | G | P [

—
=

Figura 29: Scambio di ruoli fra poligoni

E passiamo al cuore del problema: la tabella cgeeselenca le 120 configurazioni, per ordine cnetgcéell’area del piu
interno dei 5 poligoni (assumendo che il piu esieabbia area unitaria):

1T|C|T|P |G| E]|O0,102659 21 E|T|C|Q]|P|0,129%44 41| E|P |G| T|C| 0142560
Z|E|Q|P|T|C]|0,03889 2Z2|CIE|P|[T]|0Q]0,130095 2|P Q| C|T| E| 0143375
3|C|T|P|[E]|Q]O0,106870 2Z3|E|Q | T[C|P|0,131410 43| E|C| Q[T |P|0,144302
41 C|T|a|P | E]|O0,107460 4|0 |E|P|T|C]|0,133108 M4IPIE|C|T]| O] 0144668
S|C|P|T|OQ]|E]D0,108030 23| P | T|G[C|E]|0,133179 5| E| T |G [P | C|0,144893
6| E|Q|C|T|P|0,108226 26| P | T|E| Q]| C]| 013355 46| C|P | E|[T| Q] 0,145984
7| C|T|G|E|P|0,109854 ZI|E|C|T|[P|Q]0,133737 M| CIE|T|[P|Q]0,147466
§|P | T|C|G[E]O0110451 28| E|Q | T|P|C|0,133753 8| P | C | T|E| Q] 0147520
SIC|TIE|Q]|P]|0114912 29|P | E |G| T|C|0,134663 91 E|T| G| C|P | 0147837
Mmjc|a|P | T]|E/|0,117853 Q| C|T|P|E|0,135642 S0l E|T|P|[C| Q] 0,148248
MyCc|a|E|T|P|0,119336 M E|P|C|T]|aQ|0,136468 M E|Q|P|C|T]| 0149065
ZIE|P|T|C|Q][0,121725 Z|C|E|T| Q]| P |0,138558 2|IPIE|T|[C| O] 0149256
1BIC|aG | T|P|E|0,123403 IO (P | T|C|E|0,138842 SB|C|Q | T|E|P]|0,151118
MM|E[P|T|4)|C|0,123551 M|P|OG|E|T|C|0,139362 MIP|E|T|G)]C|0,151495
15|P | C|T| Q]| E|0,123829 IBIE|T|(P Q] C|0,140049 BIE|T|C|[P|O]0,151508
6| E|[C|T|4|P|0,125658 | C|T|E|P | Q]0,140054 3| E|[Q|C|P | T]|0,151620
WP | T|C|E|Q]|0,127538 W|C|Q|E|P|T/[0,140157 S|P |G| T|C|E]|D153669
| C|E|[Q|T|P|0,127904 |OQ|E|C|T/|P|0,140590 3| C|P | Q| T| E|0,155067
1\ C| P | T|E|G][0,128699 MIE|C|P | T|a4][0,140734 MIPIE|G|C|T]D0,155858
20|P | T| Q| E]|C]| 0129451 WO|ClE|Q|[P | T]|O0,142104 60| Q| P | E|T]|C]|O0157338
61| P | T|E|C | Q]0,158659 B1|P |Q | T| E| C]|0,185816 1M T|(C|P|E]| Q] 0219599
62| Q| E | T|C|P|0,159272 82| G| E|P|[C|T]0,190930 102 T|P |G| E|C|0,225156
63|E|[C|Q|P | T]0,160321 B3|P|[C Q| E|T]0,191634 103 T Q) C|P | E| 0229312
64| Q| P | C|T| E|0,16059 B4|CE|P | Q| T]0,194999 M4 T| |G| E|P | C|0,229754
65| Q| E|T|P | C|0162111 B3| Q[P E|C | T 0195920 105/ Q[ C|P | E|T]| 0230500
66| QG | C | P | T| E| 0163347 86| E|P | C| Q]| T]0,196032 06| T|P |G| C|E|0,231639
67| Q| T|C|P | E]|0,164699 7| Q| E|C|P | T]0,196960 107 T Q| P | E| C|0,235685
GB| E|P |G| C | T]0,164998 8| T|C|Q|P | E]|D0201093 108 T|G | E|C| P |0,237676
69| Q| C | T|E]|P|0,166106 B9| T|PIE|Q)|C]|0.20299 109 TP | C|E| Q] 0,238337
M|CcC|a|P|E|T]D0,166302 WG| T|E|P|C| 0205284 Moy TG | P | C|E|0,239652
M| a|P | T|E]|C]0,167888 MIP|CIE|Q|T]0,205393 MM T|E|Q|P | C|0,240333
72| C|P|E|Q]|T] 0168568 IO |C|E[P|T]020541 MMz |P|C|E|T]|0,240893
3P| C |G| T|E]|0,170342 B T|C| G| E|P | 0205573 M| T|P|E|C|Q][0241142
MIP|Q|E|C|T]|O072877 M|T|P|C| Q]| E]| 0206406 M4 T E |G| C|P|0,245215
IG|C|P|G[E|T]| 0174451 SBIPIE|C|[ Q]| T]| 0207810 M| T|G | C|E|P|0,247874
6| Q| CIE|[T|P|0,17489 G| T|C|E|Q]|P | 0208428 M| T|C|E|P|Q][0,254031
MO | T|P|E|C|0A75TYH I E|C|P[OQ]|T]|0210946 M| T|E|C|Q]|P |0,259288
B8P |CIE|T|Q]|0A77876 WIT|C|P |G| E]| 0210946 M| T|E|P | Q]| C|0266020
90| T|C|E|P|0,178032 WG| T|E|C|P | 0212362 MY T|E|P|C|Q][0281593
80| QG| T|P|[C|E]|DI78753 1000 P |G| C| E|T/[0,215062 1200 T | E|C | P | Q[ 0,303017
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Figura 30: La classifica delle 120 configurazioni
Le due configurazioni base richieste dal proble@&aQ@PE e CEPQT) sono indicate in arancio; se il criterio di ciéisazione
premia le soluzioni ad area piu piccola, una dalle base si piazza ottima quarta, con un postogrefiminari di Champions
League, l'altra consegue un piu che anonimo 84toposFra tutte le 120 configurazioni, I'ultima elexta consegue un’area
per il poligono interno circa tripla rispetto afjama.

Le figure qui di seguito riportate mostrano le doafigurazioni estreme:

Figura 31: CTPQE e TECPQ, con il minore ed il maggire dei poligoni piu interni

L'unica similitudine fra i due casi & costituital datto che il quadrato sia inscritto nel pentagono

Cosa succede adesso se invece di voler minimizgarenassimizzare) I'area del piu interno dei poligen volesse
estremizzare laommadelle aree dei 5 poligori®?La classificasarebbe stavolta la seguente:

1TJE|Q|P[T]|C| 3309260 2Z1MP | E| G| T|C| 3463061 MNP Q| C|[T]|E]| 3527781
2|1C | TP |OQ]|E] 3310409 2|P | C | T|Q)|E| 3471878 2| C|P | E| T Q] 3529807
J|C|T|P|E| O] 3346398 23|00 | E|P[T]|C| 3480171 3| C|E|Q|P | T] 3531654
4 |P | T|C|Q]|E]| 3349581 24| P | T|JE| Q] C | 3.483076 M1 C1Q | T|E]|P | 3534598
S|IE|Q|C|T|P| 335238 29| E|[T|P | Q) C| 3486158 5| E|[ T | Q| P | C| 3535878
6 |C|T|aQ|P | E]| 3360126 26| E|Q | T[P|C| 348620 6| E|[T|Q | C|P | 353948
T1CIP | T|OQ]E] 336261 ZI|E|[C | T|Q ]| P | 3491468 AT E|[ TP | C| Q] 353967
8| C|Q|E|T|P|33M313 28| C | E|T|Q]|P | 3498065 48| E|P | C | T | Q] 3542936
S)]C|TIE|Q]|P 3372615 29| E|P |G [T|C| 3498131 9| E|[C Q| TP | 3546162
MWyC|T|0 ]| E|P|3374282 O|C|E|P|T)| Q] 3503835 W|C|P Q| T)|E]|354914
MjpCcC|a|P | T|E]/[3389345 M| C|T]IE|P | Q] 3509593 MG |P|E|T]|C| 355380/
12ZjCc|a|T|P|E|3414820 ZIC|OQ|E[P|T]3521M IO JE|C| TP | 3555090
1T3|E[T|[C| 4P| 3414869 IB|P|T|G[E]|C| 3512684 SB|OG|E|T[C|P | 3557579
MHJE|P|T|C| Q][ 3420639 MO |C | TP | E]|3512994 MIP|Q | T|C]|E]|35794
15| E|[Q | T|C|P | 3444330 I_B|P|E|T|C| Q]| 3IH6HTT | P|E|T| Q] C| 3558379
16| C|E|Q|T)|P | 3448438 IG|OQ P | T[C|E]| 35740 | P |C|T|E| Q] 3563772
IWJC|P | T|E| Q][ 3454504 IM|E|C|T|P | Q] 352115 STIE|Q|P|C|T]| 35707
18| E [P | T |G| C| 3462240 BIP|T|G|C|E]| 3522023 Sl E|Q|C|P | T]| 3573236
BIP|T|C|E| Q][ 3462604 I|E|T|C|P | Q] 3523646 M|IE|C|P|T)| Q] 3573358
200P | Q| E|[T]|C]| 3462972 0] C|IE|T|P | Q] 352774 60| C | Q| P |E]|T] 358582/

Figura 32: Le 120 configurazioni, ordinate per somra delle aree crescente (prima parte)

12 pd esempio, volendo costruire un modellino dei digmni, con questi ultimi realizzati per mezzo ldimine in metallo prezioso
sovrapposte, sarebbe utile minimizzare I'area éptak il modellino dovessimo regalarlo... Se inveceenisse commissionato, e si
concordasse col cliente un pagamento a peso, sacebleniente massimizzarla...
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G1|P | E| G| C|T]| 359325 B1| Q| T|P|C|E]| 3694442 1M1 Q| T|E|C|P | 3794495
62| P | E|C|T| Q]| 3593377 82| P | C| G| E | T]| 3697578 1020 TP Q) E|C| 3803812
63I|Q | E| T [P | C]| 3599500 83| P | Q| T|E]|C]| 3699887 103 TP |G| C|E| 3813152
64| G | T|C|P | E| 3601086 84| T|C |G| E|P | 3704582 14| T| |G| C| P | E | 3815205
65| C|P |G| E|T]| 3615199 85| T|P | E| Q)| C]| 3718299 1050 | C|P | E|T| 3817783
66| C|P | E| Q| T] 3615288 86| T|C|P | Q)| E]| 3719798 106] T|E| Q| P | C| 3823924
6| G |P | C|T|E]| 3618619 BrIC|E|P | Q| T] 3.720525 Wi T|G|E|P|C|[38255MN1
6Bl QG | C|P | T|E]| 3621100 BB| T|CIE| Q| P | 3724045 108 T E| Q) C|P | 3827694
GO P | T|E|C| O] 3622395 B9|E|P | C| Q| T]|3.732/38 109 T [P | C|E| Q] 3849143
MO|E|P |G |C|T] 3628324 W|T|(P|C|lQ] E] 3736119 Mo T |G| P | E|C | 3853529
ME|C|G|P | T] 3629378 MG |E|P|C|T]| 3741666 M T|G|E|C|P[385301
2|P | C |G| T]|E]| 3632194 2| T|C|P | E| Q] 375787 M2 TP E|C| Q] 3857618
3|0 |C|T|E|P| 3632772 SGB|IO|T|E|P|C| 3762785 M3 T|C|)E|P | Q] 3861023
IO |C|IE|T]|P | 3650932 MG |P|E|C|T] 376903 M4 TG | P|C|E|[3862871
5| Q| P | T|E|C| 3659425 SBIO|E|C|P | T]| 3772088 M| @ | P | C|E|T| 3865449
6| Q| T|C|E|P | 3662905 B|P|OQ|C|IE|T]|37M46M M| T|G | C|E|P|3877024
IM|P|Q|E|C|T] 3678768 |P|CIE|Q|T]| 3774703 M7 T|E|P| Q]| C| 3881494
8| Q| T|P|E|C]| 368500 S|P |E|C|Q|T]| 3783179 18| T [ E | C| Q| P | 3,883835
9P |ICIE|T]| O] 3689222 WIE|C|P | Q| T]| 3790047 MY T E|P | C| Q] 3935303
80| T|C| Q[P | E]| 3690427 10000 | C|E|P|T/[37918MN1 1200 T (E | C | P | O] 3,992612

Figura 33: Le 120 configurazioni, ordinate per somra delle aree crescente (seconda parte)

Stavolta la migliore (o peggiore) delle due confarioni base scivola dal 4° al 6° posto (e deveoatantarsi della Coppa
UEFA...); I'altra permane nel suo stato di anonimaterdendo altre 3 posizioni (o guadagnandole...) §ii87° posto.

L'ultima configurazione elencatfECPQ, € la stessa che massimizzava anche I'area digbpo piu interno, mentre dal
capo opposto dellglassificale prime due configurazioniCTPQE ed EQPTC) si scambiano di posto, mentre la terza
(CTPEQ) rimane la stessa.

In genere gli spostamenti abassificarispetto al criterio precedente sono minimi (p&l 60% delle configurazioni si sposta di
4 posizioni o0 meno), con qualche eccezione; lotgpasnto record (20) é per la configurazione quiositiustrata, che passa
dalla 39 alla 59 posizione.

Figura 34: ECPTQ, la configurazione piu ondivaga
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Infine, tanto per allungare ancora un po’ di piloibdo: qual'é la configurazione piu banale, la pionima? Essa €& quella
della figura che segue, che si piazza rispettivamB8 e 6F nelle due classifiche. Nessuna riesce a far dilimeg quanto a
mediocrita...

Figura 35: PEQCT, la configurazione piu anonima

8.1 Variazioni sul tema

Per le future notti insonni, in cui non si sa ctea, I'alba € lontana e il tempo che scorre & diaaolmare, ci sarebbero
alcuni problemini collaterali da affrontare... Preamiio ad esempio la configurazioRECPQ, quello con la massima area del
poligono piu interno:

Figura 36: TECPQ; distanza fra i centri dei poligon piu esterno e piu interno

Il segmento nero € la congiungente i centri deHgat® e del triangolo, cioé dei poligoni piu inter piu esterno. Il cerchietto
bianco mostra cosa accade al centro del quadrandqusi fanno ruotare di 360° la circonferenza le@alnente tutti i
poligoni ad essa interni. Sempre a parita dell’atelgpoligono piu esterno, qual € la massima esteashe il segmento nero
puo raggiungere nelle 120 configurazioni? E la maf® La distanza pud mai essere nulla?

Si noti che questo & un caso relativamente sem@icehe facendo ruotaeescattidi 72° per 4 volte il quadrato all'interno del
pentagono, la posizione del centro del quadrat@smpre a trovarsi sulla circonferenza biandegura. Triangolo, esagono
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e circonferenza sono poi concentrici, per cui lazioni della circonferenza nell’esagono eggatti di 60° dell'esagono nel
triangolo non producono cambiamenti significativi.

Prendiamo invece un altro esempio: la configurazPBECTQ, apparentemente anonima in quanto rispettivamgite 44
nelle dueclassificheviste in precedenza. Di nuovo il segmento nerpmegenta la distanza fra i centri dei poligoni ipitérno
e piu esterno, ed il cerchietto bianco il percatebcentro quadrato al ruotare della circomfeaee dei poligoni ad esso
interni.

Figura 37: PECTQ: evoluzione del centro del quadrai
Se per0 stavolta facciamo ruotare di 120° il quadrel triangolo, due volte, e consideriamo tutteeipossibili percorsi del

centro del quadrato al ruotare della circonferdiezdei poligoni in essa contenuti), ecco che spfudd una terna distinta di
cerchietti che ricorda gli anelli borromei:

Figura 38: PECTQ: evoluzione multipla del centro déquadrato

Ed é ancora nulla... Poiché I'esagono € eccentrgetio al pentagono e puo essere piazzato nelgmentastesso in 5 diversi
modi, la terna di cerchietti risulta anch’essa tupticata, senza sovrapposizioni!

In generale, se si mantiene fisso il poligono Etemo, facendo assumere a quelli interni tutieokesibili posizioni e facendo
poi ruotare circonferenza e poligoni ad essa itt§csi genera un insieme di cerchietti talora sgaosti, talora intersecati (o
forse anche disgiunti?), che delimitano una cera.aQual € il valor massimo di tale area al varielle 120 configurazioni?
Ed il minimo?

Penso possa bastare, per questo mese... Saluti,

BR1
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PS: non pensate minimamente che io conosca lest&spo
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9 APPENDICE: FORMULARIO

9.1 Seni e coseni di angoli notevoli

La tabella che segue riporta formule di uso coerer® corso del testo, che vengono assunte semzsilazione.

Angolo Seno Coseno
0° 0 1
15° (V6 -+2)/4 V6++2)/4
18° (V5-1)4 10+23/5 %
30° 1/2 f%
36° 10-2 E&F% (/5 +1)/4
45° V2/2 v2/2
60° 3 Y2




9.2
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Altri seni e coseni di angoli riconducibili ai precedenti

Formule ricavabili in base a quelle del precedergeaccessivo paragrafo.

ser{108) = sen90+18) = cos(.9)
ser{54) = se{90- 36) = coq36)
005(54) = 005(90— 36) = ser(36)

(g5 4):ser(54) ser{90-36) _ coq36) _ 5+1 4  _ 4B+l
cog54) coq90-36) ser(36) \/10 205 \/10 20/5

ser{78) = se{60+18) = ser{60) (¢og18) + cod60) Ber{18) = = W 1 \/3 1_
_+/3310+25 +4/5-1
8

ser{72) = ser{90-18) = cod18)

10+20G/5 +\/§ J5-1

48 /50

ser{48) = ser{30+18) = ser{30) [tod18) + co30) Ser{18) = % 3

_+10+20/5 +35-1)
8

4 2 4

ser{63) = ser90- 27) = cog27) = co

- 2 2

)=cof
=i%ﬂ/4+ To-2005 :igtﬁ\/mﬁi/m\@ +\/4—\/§E{2/3+\/§}:

fﬂﬁfﬂ J ﬁﬂﬁzﬁ@ )

:iitgx/_ﬂ/mﬂ/— j

8

|5

1
I+

5_24j _ +\/1+ cog54) _ +\/1+ ser36) _ +\/l+



De Poligonorum Inscriptione 49 /50

_eaf 54)_, [L-codb4) _ . [1-ser36) _ 1= 10_42&/E _
ser(27) ser{ 2) _\/ i\/ *

2 2 2 -

2o :i%wmﬁgw% i J4—ﬁafs+£]

[

5 -5 )

i%[@ﬁﬂ—\@ﬂ)

ser{48) = ser{30+18) = ser{30) [tog18) + co{30) er(18) = % givlo’fﬂ/g + ? g*/gT_l -

J10+213/5 +3 5 -1)

8

ser{120) = ser{90+ 30) = cog30)
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9.3 Altre formule trigonometriche e non, utilizzate qui
+ sen@0zxa) =cos@)
« cosP0+a)=Fsena)
. seff2la)=2Isera)(coda)

. ser(a + ,8) = ser(a) [COE(,B)i COE(CY)[Ser(IB)

{aj /1—0030'5

° se J— Zi - N 7
2 2

{aj [1+coda)

° CO _— Zi - N 7
2 2

. m:\/a+\/ﬂ+\/a—«/ﬂ

2 B 2

* Teorema dei senidato un triangolo dotato di ladi b e c, e di angoli opposti ordinatamente a tali latpetivamente
pari ada, p ey, si ha:

a b C

serfa) ser{s) serly)




