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Abstract

This work presents various mathematical basic ideas, for the understanding of issues relating to the
Riemann hypothesis (RH), the RH’s equivalent and the GRH. This “Block Notes of Math” shows also
subproblems of the RH, the LH hypotheses, the factorization and the main links between all the
equationsinvolved, through a “grid connections”.

The authors then show how the "RSA code" can be under attack, where the factorization of a semiprime
N (N=a*b) is obtained through the Goldbach conjecture, with and a second-degree equation or through a
second-degree equation of the type x2 = & mod N. Also they show how the problem of Basel has already
solved in closed form for N odd with the constants zeta. Then they propose a new conjecture through the
use of average cumulative Mertens function linked to the Mertens function and finally there is the
presentation of a conjecture of how G(N), the number of solutions of Goldbach, and g(N), the number of
twins primes, are linked with the logarithm integral of Gauss and the RH. This conjecture is candidate
as additional and equivalent hypothesis of the RH .

Sommario

Nel lavoro vengono presentati i vari strumenti matematici e le idee di base, per la comprensione delle
problematiche relative alla ipotesi di Riemann (RH), alle ipotesi equivalenti e alla ipotesi di Riemann
generalizzata (GRH). Vengono mostrati sottoproblemi della GRH e della RH, come l'ipotesi LH, la
fattorizzazione ed i principali legami tra tutte le equazioni in gioco, attraverso una griglia delle
connessioni. Gli autori successivamente mostrano come il codice RSA sia attaccabile, sfruttando sia la
congettura forte di Goldbach nella fattorizzazione di un semiprimo N con un’equazione di secondo grado
(proponendone anche una generalizzazione a m fattori), sia attraverso una equazione di secondo grado
del tipo x2 = a2 mod N. Inoltre mostrano come il problema di Basilea sia gia risolto in forma chiusa per
N dispari con le costanti zeta; poi propongono una nuova congettura introducendo la funzione media
cumulativa di Mertens legata alla funzione di Mertens stessa e una funzione correttrice nell’lambito
della RH4. Infine cé la presentazione della congettura del legame del numero di soluzioni di Goldbach
G(N) e del numero di soluzioni dei numeri gemelli g(N) con il Logaritmo integrale e la RH e la
presentazione del relativo termine di errore, candidando I’espressione come ulteriore ipotesi equivalente
dellaRH.
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Introduzione

L’ipotesi di Riemann é un argomento estremamente affascinante, non solo per chi ci
lavora da professionista, ma anche per i tanti appassionati di matematica. Dietro atale
ipotesi sl scoprono ogni giorno una vastita di argomenti, forse tra i piu belli della
matematica.

L’ipotesi coinvolge I’aritmetica, la Teoria del numeri, I’algebra, la geometria,
I’analisi, la statistica, la probabilita, i campi finiti e infiniti, gli operatori e ogni tipo di
campo numerico: interi, razionali e irrazionali, reali, complessi, p-adici; si estende,
inoltre, a problemi come la fattorizzazione, la crittografia e le curve dllittiche e poi si
collega a problemi pratici nel campo della fisica e del linguaggi formali (come la
Teoria delle stringhe etc), fino ad arrivare a progetti di enorme importanza come
quello Langlands.

Il lavoro di Riemann, e la matematica da lui ideata a supporto della sua stessa ipotes,
sono stati di notevole aiuto per risolvere molti altri problemi a partire dalla
dimostrazione del TNP. La mole di pubblicazioni e di teorie nate successivamente
accanto al’ipotes di Riemann e di una vastita enorme.

In “Block Notes Matematico” mostreremo, |a dove possibile, il sentiero intrapreso
dalle principali idee e come sono nate, facendo riflettere sull’impalcatura su cui si €
poggiata la teoria stessa; fino afar comprendere I’enigma del secolo. Mostreremo gli
strumenti necessari ala comprensione del problema, a volte in modo rigoroso e a
volte in modo semplicistico, sia per motivi di spazio oltre che per adeguata
competenza su taluni argomenti molto complessi, sia per non appesantire troppo
“Block Notes Matematico” e far perdere di vistail filo logico che porta a Riemann.

Sono ovviamente consigliati ulteriori approfondimenti che possono essere fatti sia su
articoli accademici sia su validi testi, universitari e non, per ognuno degli argomenti
qui mostrati.

Lo scopo di “Block Notes Matematico” e, quindi, divulgativo, suddiviso in capitali,
con la teoria strettamente necessaria; con considerazioni, calcoli e disquisizioni, a
volte corretti e a volte come volo pindarico (non ce ne vogliate!), desideroso di
trovare altre strade e fornire nuovi spunti, destinati sia all’appassionato sia a |ettore
attento, che sa un po’ piu di matematica. Se saremo riusciti a farvi appassionare alla
matematica e a farvi dedicare ad un problema della Teoria dei Numeri avremmo
raggiunto il nostro piccolo obiettivo.
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Capitolo 1. Numeri primi e loro distribuzione

La prima prova del fatto che esistono infiniti numeri primi fu data da Euclide nel
terzo secolo a.C. ; mentre una maggiore comprensione sulla distribuzione del numeri
primi venne data nel 1896, quando Jacques Hadamard e Charles de |a Valle Poussin
indipendentemente dimostrarono il Teoremadei Numeri primi (TNP). In veritalaRH
era gia stata formulata da Riemann e molti suoi strumenti matematici furono utili alla
dimostrazione del TNP che potevafar uso di unaipotesi meno forte della RH.

Definiamo adesso |a seguente funzione a gradino, che contai numeri primi:
7(x)=Y 1= #di primi minori o uguali ax (2)

p<x

Il grafico di z(x), per vari intervali, € mostrato in Fig. 1. Dala (2), sapendo che
esistono infiniti numeri primi €:

(X)) > wasx> o (3)

= ] " =
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Figura 1 - Andamento w(N)

Il problema, postosi gia all’epoca di Eulero, eradi trovare unaformula per ottenere il
valore z(x), in corrispondenza di x, senza contare i numeri primi e senza dover stilare
tabelleinfinite.

Il primo teorema dei numeri primi (TNP), fu proposto da Gauss nel 1792, che forniva
una formula asintotica per x— «, € successivamente dimostrato rigorosamente da
Hadamard e Poussin:




In alternativala (4) si esprime:
lim 7 (X) In(x) 1

X—>0 X

La (4) (vedi [1]) e una conseguenza dell’osservazione di Gauss circa i dati della
tabella 1 seguente.

N

i i N LogN | N/m(N) | Errore
ol : %
1000 6,9077 | 59524 | 16,0490

1000000 13,8155 | 12,7392 | 8,4487

1000000000 20,7352 | 19,6665 | 5,3731

1000000000000 27,6310 | 26,5901 | 3,9146
1000000000000000 34,5387 | 33,5069 | 3,0794
1000000000000000000 | 41,4465 | 40,4204 | 2,5386

Tabella 1 — N/x(N)

Latabella 1l e larappresentazione di una funzione tabellare, con valori di ingresso e
di uscita. L’ingresso in questo caso e I’argomento N mentre I’uscita € il valore della

funzione N/w(N). E’ un classico della matematica scoprire da una tabella di dati che

Se un argomento varia per somma costante ed il corrispondente valore funzione per
un prodotto costante allora il tutto e indice dell’esistenza di una dipendenza
logaritmica (logaritmo naturale). Se, viceversa, N fosse aumentato come somma

mentre N/w(N) come prodotto allora la dipendenza sarebbe stata esponenziale. Dalla
tabella 1 si osserva proprio che al crescere dell’argomento N con il prodotto di uno
stesso fattore (1000 nell’esempio), il “valore funzione” N/w(N) cresce, invece, per

somma costante (in questo caso di circa 7 unitd) mentre I’errore percentuae
diminuisce sempre piu.

Successivamente Gauss defini lafunzione Logaritmo integrale Li(x):
: o dt
L = |—
0= I
L’integrale parte dal valore 2 poiché il numero naturale 1 non viene considerato
numero primo. Intal caso il TNP puo essere anche riscritto nella versione evoluta:

7(X) = Li(X) (5)

In atri termini s approssima w(Xx) con |’area sottesa del logaritmo integrale.
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Figura2-Teorema TNP

Dadla figura 2 si vede che I’errore che s ottiene con la (5) € migliore di quello
ottenibile con la (4). Apparentemente sembra che Li(x) sia leggermente superiore ai

valori ottenibili con 1t(x). Maci renderemo conto che non & sempre cosi.

Conseguenze del TNP

Il TNP comporta almeno due conseguenze:
e Laprobabilita che N sia un numero primo € ~ 1/log N

e L’N-esimo numero primo e ~ Nlog N

La prima conseguenza e giustificata dal fatto che se esistono N/log N numeri primi
tra 1l e N, la densita media dei numeri primi € 1/log N; inoltre poiché per N alti
I’ordine di grandezza della maggior parte di e confrontabile con N, la densita dei
numeri primi é proprio 1/log N.

Con un analogo ragionamento s pud stimare anche la grandezza dell’N-esimo
numero primo. Ad esempio ipotizzando un numero K grande e considerando un
intervallo di numeri dal aK incui ci sono P numeri primi, alorain mediaci s puo
attendere cheil primo numero primo si trovi aK/P, il secondo a 2K/P etc. el’ultimo a
PK/P = K. Per il TPN pero P = K/log K e I’N-esimo numero primo e dalle parti di
NK/P = NK/(K/log K) = N log K. Ora perd K e dello stesso ordine di grandezzadi N
per cui I’N-esimo numero primo é intorno aN log N.




Capitolo 2. L’andamento del logaritmo naturale e delle potenze

Non abbiamo I’intenzione di mostravi che cos’e il logaritmo, decimale o quello
naturale, né le regole delle potenze a cui e legato. Quello che ci interessa
mostrare €, invece, il comportamento del logaritmo naturale In, rispetto al
comportamento delle potenze x* Questo tornera utile, successivamente, quando
parleremo dellafunzione O grande e delle ipotesi equivaenti di Riemann..

Potenze di x

La funzione %%, per piccoli a positivi,

Figura 3 —logaritmo vs potenze

In Figura 3, in tratteggio c’e I’andamento del logaritmo naturale In x ; mentre con
tratto continuo c’é I’andamento delle potenze x* con a=0,1, 0,2, 0,3, 0,4 e 0,5
ovvero per piccoli valori di a.

Si osservano le seguenti cose:

e pilipiccolo €il valoredi a, pit piatto € I’andamento della potenza x?, finché ad
a=0 |’andamento diventa quello piatto massimo, cioé pari alla costante 1=x°

e per vaori di aminori di un certo valore (in pratica 1/e) lacurvadel In x
incrocia presto la potenza x® (mai oltre a €®)

¢ indipendentemente da quanto sia piccolo a, ala fine In x & piu piatta della
potenza. In realta per a < 1/e cio e sempre vero, mentre per a> 1/e, per valori
di x grandi, il In x interseca di nuovo la curva x® e poi per sempre rimane piu
basso. Ad esempio se poniamo a=0,00000000001 la potenza € quas piatta,
corrispondente a 1 (cresce lentamente in realta); il In x la oltrepassa a destra di
poco, a distanza e, diventando piatta sempre di piu, incrociando la potenza e
rimanendo per sempre sotto essa. In realta € come se il In x s volesse

9



comportare come x|

In atri termini In x cresce molto pit lentamente di una potenza x° , con € piccolo a

piacere, e lo stesso € vero per qualsiasi potenza del logaritmo e si potrebbe osservare
con un grafico analogo a quello precedente.

Logaritmo naturale, derivata e integrale

Supponiamo di considerare le derivate delle potenze di x ed avremo unatabella come
quella che segue.

Funzione X3 X xPT XD  xE]E

Derivata BT x| xt] o 1 | 2x | 3x°

Tabdlla 2 — Andamento della derivata

Ricordiamo che la derivata indica una variazione rispetto una variabile. Ad esempio
dv/dt in fisica e la variazione della velocita, quindi I’accelerazione. La derivata
rappresenta comungue la pendenza o il gradiente (o tasso di variazione) di una curva
in un determinato punto. Ad esempio la pendenza del In x &€ sempre 1/x.

Ora supponiamo di considerare gli integrali delle potenze di x ed avremo una tabella
come quella che segue.

Funzione x> XZ xP [ X ] X Na X

Integrale | -%x? | x-1 | Lnx | x | %" | 13 | 14X

Tabella 3— Andamento dell’integrale

Si notadi nuovo comeil logaritmo si sforzi ancora a comportarsi come la potenza x°.

Seladerivataci indicail gradiente di una curvain un punto che ci indica l’integrale?
Semplicemente |’ area sottesa dalla curva.

Gli integrali definiti, cioe definiti in un intervallo preciso della variabile, possono
avere un intervallo limitato oppure un intervallo non limitato con almeno uno degli
estremi € +oo 0 -co.

Nel primo caso s ottiene certamente un’area finita, nel secondo caso dipende anche
dallafunzione che s integra. Ad esempio I’integrale indefinito:

I x~*dx
2
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secondo laregola di integrazione daluogo a:

o0
{_lx—ﬂ =0_(_E2—3)=i
3 2 3 24

In questo esempio otteniamo un valore reale finito.

Gli integrali indefiniti, invece, hanno ala base un concetto diverso: sono
sostanzialmente |’ operazione inversa della derivata.

Capitolo 3. Le serie e il concetto di estensione del dominio

Nel prosieguo incontreremo divers tipi di serie: la serie armonica, la serie di Basilea,
laserie dellazetadi Riemann ...

Ma cos’é esattamente una serie? Cercheremo di presentarvi solo i concetti,
demandando i volenterosi ad approfondire il rigore matematico su qualche buon testo
scolastico o universitario.

La serie armonica

La serie armonica e espressa dalla formula:

=1

n=1 n

Il simbolo i significa “sommatoria” dei termini 1/n per i valori di n che variano da

n=1

1 al’infinito; in altri termini e equivalente alla somma degli inversi di tutti i numeri
Naturali (neN):

Infatti se sommiamo i termini all’infinito, la serie “diverge” cioe assume valore NaN
o infinito. Approfittiamo anche per dire che € solo una convenzione, non esistein
matematica un tale valore (NaN = Not is a Number).

La prima dimostrazione della divergenza della serie armonicarisale a ‘300 ad opera
di Nicola di Oresme, che osservo che 1/3+1/4 € piu grande di %% |0 stesso dicasi per
1/5+1/6+1/7+1/8. In altri termini se prendiamo due termini, poi 4, poi 8, poi 16 etc.
s trova che il valore della serie cresce sempre. Per cui € inevitabile che la serie
armonicadiverga.
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In generale, una serie somma degli inversi dei numeri naturali € detta serie di
Dirichlet (furono introdotte sia da Dirichlet che da Dedekind); esse sono dellaforma:

ﬁ+i+&+...+&s+---

r 2 3 n

Se delle serie armonica (di infiniti elementi) si considerano solo n elementi, allora si
parladi numero armonico H,.

Esistono solo serie divergenti? No. Esistono anche le serie convergenti e le serie
condizional mente convergenti.

Una serie € convergente se la somma di tutti i suoi infiniti termini da un valore
finito. In verita sarebbe bastato dire valore - senza finito - perché infinito non € un
valore.

Inoltre esistono anche serie che sono convergenti, solo se s rigpetta | 'ordine di
somma degli addendi! Ecco perché queste ultime sono dette condizionalmente
convergenti; altrimenti sarebbe piu giusto definirle assolutamente convergenti.

Un esempio di serie assolutamente convergente potrebbe essere:

1+1 i1t i+1+...=2

E’ una serie che a denominatore ha il doppio del termine precedente per cui € la meta
del termine immediatamente precedente. Non é difficile comprendere che converge al
valore 2 perché, man mano, il contributo incrementale di ogni termine s dimezza
sempre piu.

Difatti se s rappresentano due segmenti, uno di file all’altro, per rappresentare il
valore 2 e ci s mette dal lato del primo segmento che rappresenta 1, allora %2
significa aggiungere mezzo segmento del secondo e otteniamo 1 1/2 (da leggere
come 1 e mezzo). Poi aggiungere ¥4 significa aggiungere a 1 %2 un mezzo segmento
rimasto del secondo; aggiungere 1/8 significa etc.

Vediamo, invece, |’effetto gambero della seguente serie a segni alterni e con |
denominatori che raddoppiano (simile alla precedente tranne per i segni aterni):

111 1 1 1 2
l————t———+—+...=—
2 4 8 16 32 64 3

Se vi rappresentate il tutto con due segmenti, come fatto prima, s scopre presto che
mettendos alla fine del primo segmento (valore 1) si deve poi tornare indietro a
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causa del segno negativo di %2 (ritorniamo alla meta del segmento); poi a questo
mezzo segmento devo andare avanti di ¥ etc. Non riusciro mai a superare i 2/3 del
primo segmento!

La serie a segni adterni simile a quella armonica é detta sia serie armonica a segni
alterni che funzione n (leggi “eta”) di Dirichlet con s=1. Lafunzione ) di Dirichlet

nellaformapiu generale €
1 1 (-p™*
S)=1l-—+——-..+
n( ) 25 35 ns

+..

Se s=1 dlora converge alog2.

Mengoli e noto anche per una sua serie (serie di Mengoli) che hala seguente forma:
1 1 1 1

+ + +... +...
1*2 2*3 3*4 “n(n+1)

Laserie che, invece, facevainorridire Abel elaseriedi Grandi:

1-1+1-1+1-1+..+(-D)" +...

G. Grandi, 'lEiT'l-'l-T-ii N. Abel, 1802-1829

Secondo Grandi ed Eulero tale serie vale Y2 La giustificazione sta nel fatto che se
poniamo s = 1 - s questo implica che s=1/2 e I’equazione e soddisfatta. Secondo la
matematica di oggi, tale serie e definita comunque divergente, perche e 0 0 1 a
seconda se aternativamente si considera un numero pari o dispari di termini.

Un altro concetto che vogliamo sottolineare e che le serie convergono ad un valore in
forma chiusa, che in matematica significa che tende ad un valore preciso, un calcolo
esatto e non approssimato come una misura. Tipicamente un valore approssimato e
una rappresentazione in forma decimale periodica o irrazionale (con infinite cifre).
Un valore intero o un valore frazionario (numero razionale) sono un valore esatto.

Provate a dimostrare, col metodo sopra descritto, se le due serie che vi proponiamo
sono convergenti o divergenti e se € vero che convergono a valore di seguito
proposto:
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379 2781 "4
Vi diamo la risposta, non temete: sono entrambe convergenti ai valori proposti; pero
fate qualche prova anche voi!

Le serie sono studiate nell’ambito dell’analis matematica e I’analis matematica € il
regno dello studio dei limiti, dell’infinitamente grande (infinito) e dell’infinitamente
piccolo (infinitesimo), ma anche dell’integrale.

| limiti sono il cuore dell’analisi; molti altri concetti analitici nascono da essi come:

o laderivatacome limite di un rapporto incrementale lim Ay

Ax—0 &

e |eapprossimazioni di untermine rispetto ad un altro
¢ |’integrale come limite di una sommatoria
e laconvergenzadi unaserie o di una successione

Alle serie sono legate anche le successioni di numeri, rappresentate da un insieme di
numeri separati da virgole e tali che ognuno di e ricavato da una regola. Ad
esempio supponiamo la seguente regola: “ogni numero e una frazione dove il nuovo
denominatore e ottenuto dalla somma del numeratore e denominatore precedente e il
nuovo numeratore € ottenuto dalla somma del numeratore e del doppio del
denominatore”. Ci rendiamo subito conto che a causa della regola anche la
successione trovainfiniti numeri. La successione e allora:

Il limite della successione & /2.

Un modo per rendersene conto € considerare un numero piuttosto grande della serie,
ricavabile con le regole di cui prima. Per evitare le radici quadrate, possiamo
considerare il quadrato di esso, chetende a 2.

Ad esempio il quadrato di 3363/2378 e 11309769/5654884 che fa circa

2,00000017683827... Se andiamo avanti con altri numeri sempre piu grandi
aumenteranno il numero di O dopo lavirgola.

| tre puntini dopo il numero indicano che in realta samo dinnanzi ad un numero
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irrazionale, ovvero con infinite cifre; quindi non ha senso rappresentarlo tutto e ci si
deve accontentare di una precisione che dipende dal numero cifre rappresentato. In
pratica approssimiamo il numero o e in forma aperta. Per i matematici questo fa
storcere il naso: € la differenza tra calcolo e misura. Un calcolo deve essere preciso,
possibilmente una espressione va calcolata in forma chiusa. Una misura, invece, puo
essere approssimata, visti i limiti pratici e, quindi, in forma aperta.

Consideriamo un’altra successione:
32 12

945"

S
wl o

La regola che segue &”L’N-esimo termine s ricava nel seguente modo: se N e pari
allora s moltiplica per N/(N+1) il termine precedente; se N e dispari si multipla il

termine precedente per (N+1)/N”. Questa successione converge lentamente a .

Una successione famosa che rappresentala e di Nepero e la seguente;
L2 i1y 1y
11+ 2) ,(1+ 3) ,(1+ 4)

Il limite di questa successione vale il numero di Nepero e=2,718281828459, o in
aternativa s dice che la serie converge ad e.

La serie del problema di Basilea

La serie di Basilea € stata la porta di ingresso per la zeta di Riemann. Inizialmente il
guesito a che valore convergesse la serie fu posto da Mengoli nel 1650. Essa, nella
sua formapiu semplice, si presentanel seguente modo:

Una semplice osservazione (criterio del confronto) ci
porta a dire che ogni termine essendo piu grande (sono
guadrati) di ogni termine della serie armonica, alloraci
Sono ottime speranze che la serie di Basilea converga.
Difatti ad esempio il quadrato di ¥2chefa¥sée piu
piccolo di ¥z e cosi via.

E. henooli. 1626-16G86G

Se proviamo a sommare, con un excel o col programma PARI, i primi 10 termini la
somma da 1,5497677...; con 100 termini la somma da 1,6349839..., con 1000 da
1,6439345..., con 10000 da 1,6448340... etc. Quindi assume un numero tra 1,644 e
1,645.

Il problema fu affrontato da Wallis, Leibniz e i fratelli Bernoulli senza successo. Si
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dovra aspettare un secolo dopo ad Eulero, per ottenerne la soluzione.

Il problemadi Basileafu quello di trovare una forma chiusa atale serie con esponente
N; cioe esaminiamo la serie generale:

w 1
Zn:ln_N
ovvero:
1 1 1 1

1+2—N+3—N+4—N+5—N+...

Essa € anche denominata serie armonica generalizzata. Converge se N>1, mentre
diverge per N<1. La divergenza € evidente per il criterio del confronto con la serie
armonicadifatti se N<1, per n>1, n“<n e quindi 1/n < 1/n".

A cosa converge? Eulero dimostro, per N pari fino a N=26, i valori riportati nella
seguente tabella 4.

N | Valoredi convergenza
2 72/6

4 7*/90

6 ©°/945

Tabella4 - Valori seriedi Basilea

Eulero arrivo fino a N=26; mentre nessuno era riuscito atrovare unaforma chiusa per
N dispari (almeno fino a che non e stata studiata la zeta di Riemann, Vedi
approfondimento Capitolo 11).

La zeta di Riemann come funzione reale di variabile reale

La zeta di Riemann, anch’essa studiata da Eulero per numeri redli, € analoga alla
serie di Basilea sopra. Solo che a posto di N Riemann pose s, intendendo s come
numero complesso e quindi la studio come funzione complessa di variabile
complessa; ma se s ha solo parte reale alora coincidono. Nel seguito per iniziare a
fissare le idee ipotizziamo s come variabile rede e la zeta di Riemann come funzione
reale di variabile reale, cioe coincidente con la serie di Basilea. Un modo per
sintetizzare la zeta di Riemann come serie e il seguente:

-3

Se s=1 la serie diverge (serie armonica). Se, invece, s>1 la serie converge (serie di
Basilea). In redlta e solo a s=1 che diverge; se consideriamo s=1,0001 converge a
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10000,577222... Ovvero ha un polo in s=1; st comporta come se fosse la funzione
1/(s-1) che ad s=1 diverge.

Se nella serie di Basilea (0 zeta di Riemann di variabile reale) poniamo s=0, la serie
diverge ancora (perché n’= 1). Per valori negativi come s = -1 diverge ancora, perché
ad esempio il termine 1/2'=2 e cosi otterrei la somma di tutti i numeri naturali
1+2+3+4+... . Se s = %, a denominatore abbiamo le radici quadrate. Ad esempio il
termine 1/2"2 confrontiamolo con il termine ¥ della serie armonica: la radice di 2 &
maggiore di 1, mentre il termine della serie armonica € 2 e piu grande della radice di
2; ora se la serie armonica diverge, a maggior ragione diverge anche la serie con
s=1/2. Nel campo delle variabili redli, quindi, I’andamento della zeta di Riemann é
comein Figura4.

La funzione zeta, per valori di s maggiori di 1.

Figura4 - funzione g

Secondo quanto appreso si dovrebbe dire che il dominio dellafunzione zeta e formato
davalori maggiori di 1. Inreatd, come vedremo in seguito, non e proprio cosi...

Estensione del dominio di una funzione definita da una serie
Consideriamo la funzione S(x), ottenuta da una serie cosi definita:

p— *© n
S =) x
Essa € la serie geometrica e corrisponde a scrivere:
S(X) =1+ X+ X2+ X +...

Se x=1/2 la serie di sopra coincide con quellavista prima:

1+1 .11 i+1+...:2
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Per cui &
S(1/2)=2, S(-1/2)=2/3, perché ritorniamo alla serie con segni alterni di prima;
S(1/3)=1Y,, S(-1/3)=3/4, S(0)=1, (1) diverge, S(-1) diverge.

Con S(-1) siamo costretti a dire che diverge perché a causa dell’alternanza dei segni,
se consideriamo un numero pari di termini S ottiene zero, se consideriamo un numero
dispari di termini s ottiene 1: non va all’infinito ma neanche converge assol utamente
per cui lI’indecisione tra due valori in matematica € comungque una forma di
divergenza. S(-2)=diverge. Qui I’alternanza dei segni ci porta ad una Situazione
ancora peggiore: 1-2+4-8+... e la funzione sembra andare al’infinito in entrambe le
direzioni. Tutto questo per dire che lafunzione S(x) havalori nel dominio tra-1e1l,
estremi 1 e -1 esclugi, cioe [-1,1]. Per cui s puo immaginare di aver completato lo
studio dellafunzione S(x) e cheil suo grafico slaquello in Figuras.

S(x)
4

T2 1 1 2

La funzione S(x) = 1 +x + 2% +x* + ..

Figura 5 - lafunzione §(x)

Adesso facciamo qualche riflessione su S(x). Finora per poter calcolare i valori di
S(x) abbiamo dovuto un po “faticare”, usando le serie o le successioni ed il limite.

Spesso e stato anche difficoltoso comprendere bene la cosa. L’idea ora e quella di
ottenere | ‘espressione analitica di una funzione piu facile (una formula) che assuma
gli stessi valori nel dominio [-1,1], anche se la nuova funzione avra un dominio piu
esteso o diverso.
Come la otteniamo la nuova funzione? Abbiamo visto che:

S(X) = 1HX+HXCHCH. ..

Se al secondo termine mettiamo in evidenza x s ottiene:

S(X) = Ix(L+x+x+x+. )
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Daqui € evidente cheil termine in parentesi e ancora S(x), per cui €:

S(x) = 1+x3(x)

S(x) = Y(1-x) = 1+x+x*+x°+... (6)

Dacui discende che:

Questa nuova funzione S(x) hagli stessi valori della precedente nell’intervallo [-1,1];
difatti & S(0)=1; S(1/2)=2; S(-1/2)=2/3; S(1/3)=1 Y5, S(-1/3)=3/4

Pero le due funzioni hanno domini differenti ed e apparsa nella Figura 6 una parte di
dominio dei valori prima“non visto”. Infatti posso trovare anche S(10)=-1/9 etc.

1/(1 —%)
o

La funzione 1/(1 — x).

Figura 6 — Dominio della funzione 1/1-x

Da questo esempio guale insegnamento si trae? Una serie infinita pud definire solo
una parte di una funzione.

Il resto della funzione potrebbe essere nascosto da qualche altra parte. Occorre molto
tempo e pazienza per lo studio di una funzione complessa come la zeta di Riemann.

L’estensione del dominio serve a comprendere meglio lafunzione e generalmente per
fare |I’estensione occorre operare qualche manipolazione della funzione come
abbiamo visto sopra.

Prima di passare all’estensione del dominio della zeta di Riemann, vogliamo
concludere con la serie geometrica vista qualche riga sopra.

Newton la utilizzo calcolandone I’integrale, ottenendo che:

An(1-x) =x + % x2+ U3+ ... (7)
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L’estensione del dominio della funzione zeta di Riemann

Se nella zeta di Riemann di variabile reale vista prima volessimo ricavarci i valori la
cosa non e semplice. Quanto vale ad esempio ¢(-7,5) ?

In realta una estensione di dominio che ci consenta di valutare rapidamente la ((S)
torna estremamente utile.

Un trucco € quello di usare lafunzione n(s) di Dirichlet. Difatti avendo compreso che

laformadella((s) € del tipo A+B+C+D+E+F+... adloraintroduciamo unaforman(s)
del tipo:

A-B+C-D+E-F+... = (A+B+C+D+E+F+...) — 2 (B+D+F+...)

Dacui:
n(s) = ((8) — 2 (U2+UA+1/6+1/8%...)
In atri termini &
(9-—E ()

1
(1_ 25_1)

La formula dice che se sappiamo calcolare n(s), che rappresenta una serie a segni

alternanti che converge, allora sappiamo anche calcolarei valori di ((s).

n(s) posso addirittura calcolarla tra O e 1, nonostante che la serie reale di ((S) non
converge in quell’intervallo.

E’ lecito, perd, manipolare due serie infinite quando una converge e I’altra no? In
termini di rigore matematico no, main termini pratici seil calcolo sui valori aiuta, lo
s fa(eun “consentitemi di ...”).

Ora tranne per s=1 silamo in grado di trovare valori di ((s). Ma possiamo trovare
anchei valori s<=07?

Questo enigma € stato risolto da Eulero con la funzione gamma (vedi capitolo
dedicato):

C(s)=C(1-9r(1-9)2°7° s n%ﬂs 9)

Oppure equivalentemente, per trovarei valori negativi:
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C(1-9) = £(s)(s-D!12 7 sinLZSﬁ (10)

Da quest’ultima formula pud uscir fuori I’esigenza di calcolare il fattoriale di %2 o di
un numero negativo. Come? Dite che non e definito il fattoriale? Vedremo nei
prossimi capitoli con quale trucchetto Eulero ha sbrogliato la matassa del problema
dell’interpolazione. Per il momento abbiate fede. Come S. Tommaso vedrete con i
vostri occhi! .

Capitolo 4. La funzione O grande

In questo capitolo ci prendiamo una pausa teorica, affrontando un argomento meno
difficile concettualmente, ma nello stesso tempo importante da comprendere. La O
grande € una notazione che permette di arrivare alla comprensione delle ipotesi
equivalenti alla RH.

Definizione della O grande

Una funzione f(x) € O grande di una funzione g(x) se, per valori abbastanza grandi (al
tendere al’infinito in generale), la dimensione di f(x), intesa come vaore
indipendentemente dal segno, non supera mal un qualche multiplo fisso di g(x). In tal
caso andrebbe scritto che:

IfFCAl = O(g(x))

In altri termini esisteun keN:  [f(X)| < k |g(x)|

In base a questo significa che la O grande fornisce un limite superiore positivo e uno
inferiore negativo (la dimensione di f(x), intesa come valore indipendentemente dal
segno) al’interno del quale st mantiene g(x).

La funzione O(1)

Lafunzione O grande e indipendente anche dal valore del multiplo k. Ad esempio se
g(x)=1 dire che e f(x)=0(1) stiamo dicendo che se riportiamo su un grafico f(x) sulle
ordinate e x sulle ascisse, laf(x) e contenutatra-1 e 1 (rette costanti parallele all’asse
X e che rappresentano la [g(x)|).

Oraselaf(x) fosse una retta che passa per |’origine e con una pendenzak, il valore di
k puo essere qualsiasi, come indicato in tabella 5.

kK | f(x)
10 | 10*x
1 | 1*x
01 |0,1*x
0,01 | 0,01*x

Tabella5 - Pendenzedi x vs O(1)
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Il k varia solo la pendenza della retta che passa per I’origine e alafine, rispetto ala
O(2), cioe a limite superiore, comunque la f(x) attraversera prima o poi il limite
superiore a crescere di x e in dipendenza del valore k (vedi Figura 7). Per cui nella

discussione precedente con k>1 eininfluenteil reale valore del k.

10

—X
—0@)

ON MO

1 2 3 45 6 7 8 9 10

Figura7-x vsO(1)

La funzione O(g(x))

Ovviamente g(X) puo essere qualsiasi non necessariamente uguale a 1 e altrettanto
f(x). Ad esempio g(x)=x"?log x oppure g(x)=(log x)>. Naturalmente dipende dal
problema e dalla teoria che stiamo considerando.

Intervallo di validita della funzione O grande

La f(x)=0(g(x)) non necessariamente deve essere sempre a di sotto del limiti posti
dalla O grande. Anche se laf(x) consideratafosse a di fuori dei limiti della O grande,
in un certo intervallo x, s puo considerare vera f(x) = O(g(x)) nell’intervallo
rimanente. In realta dipende da quello che si vuole evidenziare nellateoria.

Quanto detto in questa parte e quello detto sui logaritmi e le potenze e sufficiente per
comprendere determinate problematiche che vedremo in seguito.

Capitolo 5. | numeri complessi e le serie complesse
Lavitae giadifficile, perchéintrodurre nella zeta di Riemann i numeri complessi?

| numeri naturali N, sono nati per contare: 1,2,3,4,5,6,... Successivamente furono
introdotti i numeri interi 7 che comprendevano anche i numeri negativi e la loro
utilitatra gli egiziani era per calcolare i flussi di denaro: attivo e passivo o guadagno
e perdita.

In seguito, molti secoli dopo, ci s rese conto che tali insiemi erano incompleti o come
s dice ora non chius rispetto alle operazioni aritmetiche. Un insieme si dice chiuso
rispetto ad un’operazione se il risultato di essa restituisce un numero appartenente
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ancora al’insieme.

Sein N facciamo |’operazione 7 - 12 otteniamo un risultato che non é appartenente a
Nma a 7Z (dove esistono i numeri negativi). Per cui N non € chiuso rispetto alla
differenza, e di conseguenza nemmeno rispetto ad una divisione (ricordare che
algoritmicamente e possibile fare una divisione con n differenze), ad esempio 1/2 non
appartienea N maal’insieme Q.

Chi e Q? E’ l’indeme dei numeri razionali ottenibili da frazioni e contenente,
quindi, anche i numeri periodici. Q € chiuso rispetto a tutte le operazioni? No, la
divisione € un problema anche per Q: alcune divisioni danno luogo a numeri che non
sono esprimibili come frazioni 0 numeri periodici e per questo motivo sono detti
irrazionali e contenuti in R. In veritaper N, Z e Q € un problema anche la radice
quadrata®. Ad esempio /5 non & un numero razionale, ma sicuramente esiste a di
fuori di Q perché dal Teorema di Pitagora & 1°+2°=5. Esso @ difatti € un numero
irrazionale in R, non rappresentabile come frazione o rapporto di due interi. Non tutti
i risultati delle radici sono fuori <; ad esempio /36 =6/1. Un numero irrazionale
famoso & V2 (costante di Pitagora): da Pitagora si € avuta la prima dimostrazione

dell’irrazionalitd’. Ulteriori problemi sono posti, come vedremo, dalle radici di
numeri negativi.

R e I’insieme dei numeri reali che comprende sia i razionali che gli irrazionali e,
quindi, R e chiuso rispetto atutte e quattro le operazioni aritmetiche.

R sembra che possa fare tutto, allora a che pro i numeri complessi C ? In redta il
problema dei numeri complessi & nato con le soluzioni delle equazioni (ad esempio x*
=-1). Alcuneradici erano “illogiche”, ma pur sempre radici. Per superare la difficolta
di radici che coinvolgessero termini come -1 o altri numeri negativi sotto radice

Raffaele Bombelli (1526-1572) introdusse il concetto di numero immaginario (Ia“i” e
dovuta, invece, ad Eulero):

i=v-1

i“=-1

® In realta & sufficiente solo la differenza; con essasi possono ricavare le altre tre operazioni: la somma & una differenza
tra un termine positivo ed uno negativo; la moltiplicazione € una iterazione di somme; la divisione é fattibile per
differenze successive. Analogamente le radici.

2

m m
* Si dimostra per assurdo che~/2 &irrazionale. Sefosse razionale allora /2 = —daqui 2=—— 2n° =m’. Ora
n n

2n? & pari per forza, per il 2, aloradi conseguenzalo & anchem? ein cascata anche m (il quadrato di un pari & pari, il
quadrato di un dispari & dispari). Allorase m & pari lo possiamo scrivere come m?=(2k)? per cui 2n*=4k? da cui n?=2k?
oraanche 2k? & pari per il 2 e di conseguenzalo & anche n. Ma se n e m sono pari e sono semplificabili nellafrazione
siamo arrivati ad un assurdo perché I’ipotesi di partenza e che m e n non sono irriducibili per definizione di razionale!
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Un numero complesso appartenente a C hadi conseguenza una parte reale e ed una
parte immaginaria Sm (anch’essa reale come numero). Ad esempio s =1+iv2 & un

numero complesso; dove 1 & Re(s), mentre /2 & laparte Im(s).

La rappresentazione di un numero reale e solitamente su una retta, con gli irrazionali
infinitamente addensati trai razionali (un mistero anche questo non del tutto svelato),
ma che coinvolge una sola dimensione.

La rappresentazione di un numero complesso viene fatta sul piano di Gauss,
bidimensionale, dove I’asse delle ascisse indicala parte reale del numero complesso e
|”asse delle ordinate rappresenta la parte immaginaria.

Nel seguito non intendiamo riportare come Si opera con i numeri complessi, cosa che
potrete vedere da soli su un buon testo scolastico: le operazioni di somma,
moltiplicazione, divisione, sottrazione, radice, potenza, esponenziale e logaritmo, la
rappresentazione polare e quella trigonometrica. Comunqgue vi raccomandiamo di
prendere pratica in tal senso, se vi interessa la Teoria dei Numeri e la congettura di
Riemann.

Evidenzieremo, invece, come una serie S(x), vista precedentemente, si comporta nel
campo complesso C, cioé quando in S(x) sostituiamo a X, la variabile s complessa.

Riprendiamo la (6) e sostituiamo x con s:
1/(1-s) = 1+s+s*+s>+... (11)

Laserie espressadala(11) vale anche per i numeri complessi? Sotto certe condizioni
si, ad esempio supponiamo s= 1/2 i, allorala serie converge.

La(11) s trasformain:

L=1+1i +1i2+}i3+ii4+...
2 4 8 16

1-=i

NI

Se moltiplichiamo numeratore e denominatore della parte di sinistra per 1+1/2 i s
ottieneasinistrail termine 4/5 + 2/51i, etenendo conto che:
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daqui:

O,8+O,4i:1+li—l—ii+i+...
2 4 8 16

Se vi mettete sul piano complesso di Gauss e fate un passo nella direzione di ogni
termine che s trova a destra dell’uguaglianza, vi accorgerete che vi state muovendo a
spirale avvicinandovi sempre piu a valore compl 0,8+0,4i.

In altri termini abbiamo perso in semplicita ma abbiamo guadagnato in espressivita:
nel piano complesso s vede direttamente come una serie infinita si chiude sul suo
limite.

Capitolo 6. Le funzioni gamma e beta

Nel seguito presentiamo la funzione gamma e la via attraverso cui essa e cresciuta,
dai tempi d’Eulero a piu recente trattato matematico di Bourbaki e come, in questa
Crescita, essa assunse una importanza notevole in vari settori della matematica,
compresal’ipotesi di Riemann.

La nascita della funzione Gamma risale al 1729 e coinvolge nel secolo figure come
Leonhard Eulero (1707-1783) e Christian Goldbach (1690-1764).

Lateoria di tale funzione nasce in un momento in cui si consolidavano due teorie di
grosso interesse:
e La teoria dell’interpolazione, una materia molto pratica, campo di analisi
soprattutto dei matematici inglesi del 1600;
e Lateoriadel calcolo integrale e degli integrali indefiniti.

Un semplice problema di interpolazione vide gli insuccess di Goldbach, Daniel
Bernoulli (1700-1784) e precedentemente di James Stirling (1692-1770).

Successivamente il problema venne posto ad Eulero, il
quale prima enuncio la soluzione a Goldbach in due
lettere; e poi pubblico tutti i dettagli in un articolo “De
progressionibus trascendentibus seuy quorum termini
generales algebraice dari nequeunt” Volume primo
dell’operaomniadi Eulero.
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Problemi di interpolazione

La piu semplice sequenza di numeri interi (una successione) che porta ad un
Interessante teoria e la seguente:

1, 1+2, 1+2+3, 1+2+3+4, ...

Questi sono i numeri triangolari. Sono cosi chiamati perché rappresentano il numero
di oggetti che si possono mettere in un array triangolare. L’ennesimo elemento viene
chiamato T, ed &

T,=%n(n+1)

Laformula presentata ha diversi vantaggi:
o semplifica la computazione, riducendo larghe addizioni di numeri a tre
operazioni fisse: una di addizione, una di moltiplicazione e una di divisione .
Ad esempio: T = %2100 (100 + 1) = 5050.

e Se occorre, nel casi per cui abbia senso, puo fornire anche risultati per N non
intero; ad esempio lasommade primi 5 1/2 interi. Intal caso & Ts1p =% (5
12)(51/2+1)=177/8.

In atri termini la formula estende 1o scopo del problema originario e risolve il
problema dell’interpolazione trai valori elementari conosciuti.

Un analogo problema s penso atraslarlo all’algebra delle potenze: vediamo come. La
quantita d" & definita comeil prodotto di m volteao si diceva“di m successivo a”.

Questa definizione ha significato quando m e un intero positivo, ma cosa succede se
m=5 Y%, cioé quanto vale a®*?? Il prodotto di 5 ¥ successione di a ha senso?

Le misteriose definizioni:

=1
2N — o
at™ = 1/q"

a‘m an: a(m+n)

furono risolte esplicitamente da Isaac Newton solo nel 1776. Oggi, ad esempio,
sappiamo facilmente dimostrarechea™/a" =1 =a"™=&".

Esistono perd molti altri problemi di questo tipo che comportano difficolta. Ad
esempio Leibnitz introdusse la nozione d" per la derivata ennesima e identifico d*-1
come ’integrale e la definizione d™ come I’ennesimo integrale.
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Machesignificad"sen=5%? E’ la 5Y-esimaderivata? Ha senso? E’ un problema
risolto solo di recente, in verita.

Il fattoriale positivo e razionale

Fattoriale
N 1 2 3 4 5 6 7 8
N! 1 2 6 24 120 720 5040 40320

Tabella6 - Valori del fattoriale

Riprendiamo la sequenza triangolare di numeri e sostituiamo il segno di addizione
con quello di moltiplicazione e otteniamo una nuova sequenza 0 successione di
numeri:

1, 1*2, 1*2*3, 1*2*3*4,...
questa e la successione di un fattoriale. |l fattoriale di n e indicato n!

Essi crescono anche molto rapidamente. Ad esempio 100! ha 158 cifre mentre Tigo =
5050 ha solo 4 cifre.

Ma quanto fa il seguente fattoriale: 1%2! ? E’ ancora un problema di interpolazione;
guello di Stirling, di Bernoulli e di Goldbach .

| due problemi T, e n! sono correlati, solo che per il primo esiste una semplice
formula mentre per il secondo no. Cio € implicito anche nel titolo dell’articolo di
Eulero, che tradotto dice al’incirca “Sulle progressioni trascendentali, il cui termine
generale non puo essere espresso algebricamente’,

La soluzione dell’interpolazione fattoriale e nascosta nell’agebra. Eulero formulo il
problema in modo moderno, cioe di trovare una funzione che porti dai valori di n (il
dominio) ai valori di n! (il codominio). In altri termini &€ importante la relazione tra i
due domini e non la natura delle regole.

Se c¢i s basasse solo sulla natura delle regole, allora dato un insieme di punti del
piano “il problema di interpolazione” diventerebbe banal mente quello di trovare una
curva che passi per tutti i punti o che si avvicina abbastanza ala maggior parte di
ess. In tal caso s risolverebbe il problema del caso in gioco in modo banale, ma
nullas e fatto per trovare unalegge generale per ogni casistica.

Il metodo di Eulero era differente, caratteristico del 1700, tipico anche della scuola
francese del secolo 1600-1700 (Descartes = Cartesio € ricordato come filosofo;
mentre in realta era un grande matematico: basta solo pensare a piano cartesiano!).
Una funzione era sinonimo di formula ed una formula era una espressione che s
potesse ricavare con manipolazioni di operazioni elementari come addizione,
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sottrazione, moltiplicazione, divisione, esponenziale, radicale, potenza, logaritmo,
differenziale, integrazione, serie con termini infiniti.

Per questo motivo una formula veniva chiamata espressione analitica.

L’interpolazione del fattoriale, quindi, consisteva nella ricerca di una espressione
analitica, tale che inserendo nella formula un numero positivo dovesse fornire in
uscitail valore del fattoriale, il quale avrebbe dovuto avere senso anche nel caso di un
n non intero mafrazionario (razionale).

Eulero, sperimentando con infiniti prodotti di numeri, notd che se n € un intero
positivo vale la seguente formula:

HECE BER

Trascurando problematiche delicate, come la convergenza di un prodotto infinito, si
puo verificare quest’equazione cancellando via tutti i fattori comuni che appaiono
sopra e sotto la parte di sinistra. Esso comungue € definito per tutti i tipi di n, anche
per interi negativi.

Eulero noto, inoltre, che quando viene inserito il valore n = Y2 s ottiene sulla parte
destrail famoso “prodotto infinito” di John Wallis (1616-1703):

sl s @

In realta gia cosi Eulero aveva raggiunto |’obiettivo, poiché il
suo problema era gia risolto in forma chiusa; infatti la teoria
completa della funzione gamma poteva gia essere basata sul

i ! prodotto infinito (1) che oggi viene scritto piu
J. Wallis, 1616-1703 convenziona mente come:

m!(m+2)"

m>= (N+1) (N+ 2)...(n+m) (14)

Ma Eulero sviluppo ulteriormente |’idea che era dietro a comportamento strano del
prodotto: per valori di ninteri si ottenevano degli interi, mentre per valori razionali,

come n = Y%, S otteneva una espressione contenente .

Il ~ richiama subito I’idea del cerchio mentre la sua quadratura richiama |’ utilizzo

dell’integrale. Eulero cerco, quindi, una trasformazione che gli permettesse di
esprimere il suo risultato attraverso un integrale. Considero:
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1

Ixe(l— X)"dx

0
Vediamo il ragionamento. Assumendo che n sia un intero, mentre e sia un valore
arbitrario qualsiasi, si espande (1 — x)" con il Teorema binomiale e si trova che:

1*2*.*n (15)
(e+D)(e+2)...(e+n+1)

1
Ixe(l— X)"dx =
0

L’obiettivo ora e di isolare il numeratore della parte di destra, perché rappresenta
proprio il fattoriale n!.

Per cui sostituendo f/g al posto di e

(16)

1 n+l * * *
Ixe(l—x)”dx= g 1*2* .*n
5 f+(n+Dg (f+g)(f +29)...(f +ng)

dacui:

1*2*.*n _ f+(n+1Dg
(f +9)(f +29)...(f +ng) g™t

]'x”g L-x)"dx (17)

Per isolareadesso 1 * 2 ...n, siponef =1, g=0nd terminedi sinistra, mas otterra
nel termine di destra una forma indeterminata, che si puo scrivere gqualitativamente
come;

XOdX-—— (18)
Jeo
Sostituendo x99 *9 g posto di x si ottiene:
i
9 ety (19)

f+g
al posto di dx ed il membro di destradella (17) diviene:

f+(n+
gr1+1

D9t 9 1 ey
0jf+g(1x )"dx (20)

Se ancoraunavoltas ponef =1, g=0, riducendo prima questo integrale a

]

f+(n+)gF 1-x"9
(f+g)”+1oj( : )" dx (21)

f+g
Il tutto porta ad un integrale indeterminato:
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1 (1- Xo)n
Of de (22)

Considerando I’espressione relativa (1 — x %)/z per far scomparire z, poi
differenziando il numeratore dal denominatore, con |a nota regola dell’Hospital si
ottiene:

—x*dzx

(Ix=logx) (23)

che per z = 0 produce — In.
Per cui €

)i (24)
e

(l‘ofo)n L (25)
Si conclude percio:

n!= [ (~logx)"dx (26)

0

Questa formula, attraverso un integrale, € un modo per calcolare n! con interi positivi
e n frazionari.

L’integrale di Eulero ottenuto si incontra oggi nellaformadellafunzione gamma:
F(x)= [e'tdt  e=2,718284.. (27)
0

E’ soprattutto ad opera di Adrien Marie Legendre (1752-1833) che lo conosciamo
con il smbolo dellaT” greca

Legendre denominava primo integrale euleriano I’integrale della (15) e secondo
integrale euleriano quello della (26) .

Il primo integrale euleriano oggi € conosciuto come funzione Beta:

B(m,n) = lIx“”(l— x)"tdx  (28)

L’integrale possiede significato per x > 0 e per n intero positivo &:

r(n+1)=n! (29)
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Inoltre si e stabilito che per ogni x > 0 valgono anche:

XI(X) = T(x+1) (30)
_I(mr(n)
B(m,n)—m (31)
elaformuladi Stirling
[(x) ~ e‘xxx_% 21 (32)

che ci da un valore approssimato e semplice per I'(x), quando x assume valori
piuttosto grandi.

Esiste il fattoriale negativo?

La successiva domanda & se il fattoriale esiste per valori interi e frazionari
(razionali), che succede se introduciamo i numeri negativi? Ad esempio quanto vale e
cosarappresenta (-5 1/2)! ?

A guesto punto, pero, disponiamo di tre strumenti importanti:
e |’integraledi Eulero,
¢ il prodotto di Eulero,

o lardlazionexI'(x)=T'(x+1),x>0.

Quest’ultima relazione € la generalizzazione che per gli interi positivi vale:
(n+)n=(n+1!, n>0

Questa € una relazione apparentemente inutile ed ovvia che permette di eliminare il
problema di calcolare un fattoriale di un reale arbitrario e il fattoriale di un numero
appropriato tra 0 e 1. In questo modo se poniamo n = 4 1/2 nella formula precedente
otterremmo (4 1/2 + 1)! =5 1/2(4 1/2)! Se potessimo trovare solamente il valore di
(4 1/2)! alora sapremmo quanto vale (5 1/2)! . Questo processo di riduzione ci da:

s LLEEEEE) @

e finché abbiamo (1/2)! = 17 dalla (12) e la (13) noi possiamo risolvere il nostro
problema. Laformulaprecedente (n+ 1) n! =(n+ 1)! éequivaente a

(N+1)*1*2*% . *n=1*%2% _*n*(n+1)
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Essa ha senso solo per n = 1, 2, ..., ed impedisce I’inserzione di altri valori; ma
produce un risultato interessante. Infatti se consideriamo n = 0 otteniamo: 0! = 1. Se
consideriamon=-51/2,n=-41/2, ..., scopriamo laformula:

(BN o0
dato che sappiamo gia quanto vale (1/2)! allora sappiamo alorarisolvere (-5 1/2)! . In

guesto modo laricorrente relazione ci permette di risolvere valori di numeri fattoriali
negativi .

Numeri complessi, la funzione gamma ed il fattoriale

L a domanda successiva e: che succede se introduciamo ora anche i numeri complessi,
tanto cari a Gauss? Quanto vale +/-5! ? Senell’integrale di Eulero si sostituisce, per
la variabile x, un numero complesso a + i b, con a > 0, otteniamo una funzione
complessa che e definita per ogni numero complesso giacente sulla parte destra del

piano gaussiano e che coincide con la T ordinaria per valori reali, eccetto i valori O, -

1, -2, ... Il metodo della estensione della definizione del dominio della funzione
gamma come anche il metodo per la continuita analitica fu indicato nel lavoro di
Bernhard Riemann (1826-1866) e di Karl Weierstrass (1815-1897). La funzione con
valori complessi, che risulta dalla sostituzione di numeri complessi nell’integrale di
Eulero, € una funzione analitica. La funzione che emerge dal prodotto di Eulero e
anche una funzione analitica. Se la ricorrente relazione per la funzione gamma e
soddisfatta in alcune regioni allora deve essere soddisfatta anche in tutte le atre
regioni in cui la funzione puo essere analiticamente continua. Tutte le porzioni del
piano complesso con I’eccezione del valori 0, -1, -2, ... sono accessibili per la
funzione gamma complessa che e diventata I’unica estensione analitica per i valori
complessi dell’integrale di Eulero (figura 8) .

=
i
UIIC

i

2
/ \.5
Fic. 2*

Figura 8- 1| fattoriale

32



Lafigura8 elastessache, in[1], Derbyshire mostra come estensione del dominio del
fattoriale, solo che e ottenibile con i ragionamenti sulla funzione gamma. Per

comprendere perché devono essere esclusi alcuni punti come detto precedentemente
s osservi che dalla (30) &

'xX)=T'(x+1)/x

Se x tende a 0 otteniamo I'(0) = 1/0 ; ovvero e una forma indeterminata che vale + o
0 - «o in dipendenza dal verso dacui s tende allo zero, se da sinistra o da destra .

La funzione gamma e compresa tra un numero infinito di punti di discontinuita (i
punti di singolarita o poli), nei quali essa esibisce uno comportamento strano.

TrE ABsoLutE VALUE oF THE CoMPLEX GAMMA FUNCTION, EXHIBITING THE POLES AT
THE NEGATIVE INTEGERS

M1~ 73

1

Fio. 3*

Figura 9 — Lafunzione gamma

| poli sono punti dove la funzione ha un comportamento infinito. Un comportamento
del genere e quello dell’iperboley = 1/x intorno ad x = 0 oppurey =tg x intorno ad
X=m7/2.

Le funzioni analitiche possiedono molti tipi di singolarita; quelle con poli unici sono
conosciute come funzioni analitiche meromorfiche.

Vi sono anche funzioni che non possiedono singolarita per argomenti infiniti e sono

note come funzioni intere, cioe definite per tutto il dominio del valori, ovvero non ci
sono punti esclusi.

Esempio di funzioni intere sono i polinomi mentre le funzioni meromorfiche
appartengono ai polinomi razionali, cioé con numeratore e denominatore.
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La funzione gamma € una funzione analitica meromorfica. 1l suo reciproco L/T'(x),
non ha punti di esclusione.

Formule varie
Laformuladi riflessione di Eulero €:
r()r(-z)=—2"— (35)
SNtz
Esiste unaformula di duplicazione dovuta a Legendre:
I'(22) = (272')_% 22221“(2)F(z+%) (36)

Ed unadi Gauss:
z+n-1

r'(nz) = (zﬂ)%“‘”’ nnz_;l“(z)l"(z+%)1”(z+%)...F( ) (37)

Vi sono molte formule per derivare la funzione gamma come

1 1 1
d’logl'(2)/dz* ==
@I =t ey T
Vi é poi una stretta relazione tra la funzione gamma e la funzione zeta, che vedremo
in seguito:

(38)

t(2)=¢(1-2r@- z)ZZﬂz‘lsin%ﬂz (39)
dove
Q(z)—1+L+i+ (40)
=l gt

Questa formula e’ stata usata per la prima volta da Riemann nel 1859 e viene
convenzionalmente attribuita a lui. Nel 1894, perd, venne scoperta una versione
modificata dell’identitain alcuni lavori di Eulero del 1749 .

Per i numeri complessi, esiste anche una formula aggiunta nel 1848 da F.W.
Newman:

1 z _7 _g _
- 2)e }{(nae } Y= 5772156649, (41)

Perché I’integrale di Eulero dovrebbe essere considerato come soluzione per
eccellenza? La sua frequenza d’uso € dovuta alla sua semplicita: € parziamente un
problema di estetica matematica. L’integrale di Eulero soddisfa |’equazione

fondamentale ricorrente, xI'(x) = I'(x + 1), e che quest’equazione ci permette di
averetutti i valori reali dellafunzione gammanell’intervalo daO ad 1.

Finché la soluzione del problema di interpolazione non € determinata unicamente, ha
senso aggiungere a problema piu condizioni e indagare se il problema possiede
un‘unica soluzione. Se é cosi speriamo che la soluzione coincida con quelladi Eulero.
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La ricorrente relazione e naturalmente una condizione da aggiungere. Se procediamo
in tale direzione troviamo che la funzione gamma non € |’unica funzione che soddisfa
guestarelazione di ricorrenza e prodotti fattoriali. Si puo, difatti, costruire una pseudo

funzione gamma I's(x) definendola, ad esempiotraleil 2(I's(1) =1 I's(2)=1) e
permettendo alla relazione ricorrente di estendere i propri valori in tutto lo spazio.

Lasciamo che I's(x) sia uno ovunque tra 1 e 2, laricorrente relazione ci portera alla
funzione:

l"s(x):1 O0<x<1

X
I's(x) =1 1<x<2 (42)
I's(x)=x-1 2<x<3

I's(x)=(x-1)(x-2) 3<x<4

Consideriamo ora la costantey = 0, 57721 che appare nellaformula (41); essa € la
costante di Eulero — Mascheroni. Ci sono per essa molte espressioni:

y=-dr(x)/dx}, ,

(111 (43)
yzllm(1+—+—+...+—j—logn

n—oo 2 3 n
Ci fermiamo qui, si potrebbe in realta scrivere ancora molto su essa e per ambiti
molto diversi come la fisica oltre che la matematica. Certamente la funzione gamma

non finirAmai di stupirci, nemmeno con le generazioni future.

Capitolo 7. La funzione zeta di Riemann

La funzione zeta fu studiata inizialmente da Eulero per valori redi di s e
successivamente da Riemann.

Lafunzione zeta e espressa secondo laformula vista
daEulero ein generale nel seguente modo :

1
1-p

(44)

-S

9=y -,

Dove s=at+jb con s C ovvero numero complesso,

mentre il produttorio e sviluppato al’infinito rispetto
atutti i numeri primi. La seconda parte a destra
dell’uguale é ricordata come “prodotto di Eulero-
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La parte destra della (44) esprime che la funzione zeta di Riemann e una serie
costituita dalla “potenza complessa” di tutti i numeri naturali; mentre la parte sinistra
della (44), ricavata gia da Eulero in campo reale R, mostra il legame esistente tra la
serie ed il prodotto dei numeri primi; questo in sostanza perché anche i numeri primi
fanno parte dell’insieme del numeri naturali.

La dimostrazione di come s giunge alla parte sinistra € mostrata di seguito con |
passaggi (a)(b)(c)(d). Ed e anche un elegante crivello di Eratostene in versione
analitica che tiene pero conto anche del numero naturale 1 (senza escluderlo).

Difatti €
1 1 1
Q(s)_1+§+§+E+... @
Senella(a) s moltiplica per 1/2° s ottiene:

1 1 1 1 1
—C()=—+—+—+—+... (b
s Q() 2% 45 6 8 ( )

Seadlla(a) s sottrae la (b) s ottiene:

1 1 1 1
(1—§)C_,(S) =1+ ? + E + ; (C)

L’analogia col crivello di Eratostene, per setacciare numeri primi, € evidente; ad
esempio nella(c) s sono eliminati i termini potenzadi 2 o multipli di 2. Se s ripeteil
procedimento all’infinito anche per 1/3°, 1/5°, 1/7° etc, S ottiene:

Dalla (d) discende rapidamente la (44) osservando di avere a che fare con numeri
primi.

118

1.1¢

T 2000 4000 000 BAQD 1E00H

TN for 2 < 2 < 1000. —"i for 2 < » < 10000,

“_Tyf' for 2 < x < 100000,

Figural0—-TNPinvari intervalli

Riemann riscopri I’utilizzo della funzione zeta proprio mentre si interessava della
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distribuzione dei numeri primi ma la traslo logicamente dal campo reale a quello
complesso. In tal modo studio una funzione complessa di variabile complessa e defini
una continuazione analitica all’intero piano compl esso.

Da prodotto di Eulero nella (44) e chiaro che non vi sono zeri per la funzione zeta
per Re(s) > 1.

Continuazione analitica ed equazione funzionale

Lafunzione zeta di Riemann (& derivante da una seri€) converge solo per Re(s) > 1.
Essa puo essere analiticamente continuata (vedi [1]), cosi da convergere anche per
Re(s) > 0 (eccetto s = 1) usando le seguenti formule:

c(@-A2L doven9-Y(yn (45)

La funzione 7(s), anch’essa derivante da una serie, e convergente per Re(s) > 0. La
continuazione analitica & espressa nel piano compl nel seguente modo:

(9= ife“:_ldu (46

Dove C e un percorso che inizia da -« e parallelo sopra |I’asse reale, circondante
I’origine e cheritornaa—« paralelo sopral’asseredle.

Lafunzione Gamma, I'(s) € definitacome:

I(s) = o]ett“dt (47)

La (47) da una definizione della zeta di Riemann per tutti i valori s=1. g(S) ha un
poloas=1 con residuo 1. Essa puo essere espansain serie di Laurent attornoas= 1.

1
g(s)=§+7/0+71(S—1)+7/2(S—1)2+ ........ (48)
Dove:
(=D~ In“(m) log“* N

7, €lacostante di Eulero-Mascheroni uguale a 0.5772157...

Lazetadi Riemann soddisfa anche la equazione funzionale, data da
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1-s

i _S
7 AT )5-9) =7 T (50)
L ’equazione funzionale pud essere provata usando le proprieta modulari della

funzione Ot)= > €T

N=—o0

o(T) :ﬁe(—%) (51)

E ne segue laformula per Re(s) > 1,

- [ e ()
F(E)O

Zeri banali e non banali
Dall’equazione funzionale contenente la funzione Gamma segue che ¢(s) sl annulla a
s=-2n,n=1, 2, 3...

Per verificare questo bastainserire s=-2n nella (50) e s ottiene:

L 1 T(n+ D)s(2n+1)

c(-2n)=x 2 FZ(_n) (53)

Poiché F(n+%) e ¢(2n+1) sono finite e T'(s)ha un polo a s=-n di conseguenza
c(-2n)=0 pern=1, 2, 3 ...

| punti in cui una qualsiasi funzione s annulla, e quindi anche la zeta, sono detti “zeri
della funzione”; in particolare gli zeri della funzione zeta sull’asse reale negativo
sono detti zeri banali.

Gli zeri non banali della funzione zeta sono quelli maggiormente interessanti e sono
legati direttamente a. nt(x) .

Se poniamo nell’equazione funzionadle =% come zero complesso di ¢ (9) alora
anche 1=% & un suo zero.

Inoltre poiché $(9)=¢<(9) alora anche =% & uno zero complesso se % & uno zero
compl esso.

In figura 11, che abbiamo ingrandito abbastanza per permettervi di analizzarla
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visivamente in modo adeguato, viene riportata | a rappresentazione della funzione zeta
nel piano del valori, con le due rette della striscia critica e gli zeri dellafunzione.

Nellafigura 12 sono segnati i punti che lafunzione zeta di Riemann manda, a variare
dei valori s da cui dipende, sull’asse reale e sull’asse immaginario, cioe dove ci sono
gli zeri non banali. Per cui € la rappresentazione del piano degli argomenti s della

funzione (. Mentre nellafigura 12 successiva si ha la rappresentazione della stessa
nel piano dei valori.

T T T rr——— —————— T
[aiag e m—— ]

B e T 1
é G o N U O .

39,8 m N e |

298 m i
. 4 ‘_-——__________‘__

22,0m s
- _-__-——-______-.____’-

300 15,9 m ﬁ’
b= ‘-—__-—_________’

11,4 m -___________‘____- J
8,00 m § — 1,000...
flsl, Tt

251772 m\;

12,44 m \-‘_\_‘—‘-———‘

L1,56 m i 0,999...
'—966,00{)§_‘ /—

| —576,000 r\\-_—/}

201'329,000 ]
179,000 i L0
F—90,000 \ |

15 -—42.800\ ]
18,300 e T NPT, e
[ 6,160 r\ 1
| ~2,190

o P [ o ome LG
L 0:999...
| 1,000... |

Pimmssdingn siena 0,999
3 10

1 T:ianu degli argomenti; sono segnati i punti che la funzione zeta «manda» agli assi reale

¢ immaginario.

Figura 11 - € e piano degli argomenti
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Riemann Hypotesis (RH)
La congettura di Riemann, denominata RH, afferma che “gli zeri complessi della
funzione zeta sono su unaretta, detta linea critica, ed hanno Re(s) = %

In accordo con laRH se ¢(s)=0 e Im(s) = 0 allora S=%+iW,W€ R.

{3 + i) for 50 < < 100. ¢(3 + i) for 100000 < 4 < 100050.

Figura12- € invari intervalli del piano dei valori

LaFigura 13 mostrai primi dieci zeri dellafunzione zeta.

Imi(s)| = Critical strip
| = Critical line inside the critical strip

4 = complex zero on the cnitical line

First 30 complex zeros of () : 1 +ipy

o =1413,21.02,25.01, 30,42 3293, 37.58, 40,91, 43.32, 48.005,
49.77,52.97, 56.44, 58.34, 60.83,65.11, 67.07,69.54, T2.06,
THT0,77.14, 79.33,82.91, 84.73, 87.42 88.00,92.49 04 65,
05.87,08.83,101.31.

- s=1 Re(s)

Figura 13— zeri non banali e striscia critica

Nella Figura 13 per semplicitaci si e fermati ala seconda cifra decimale della parte
immaginaria, main reatai valori immaginari degli zeri sono valori irrazionali.
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Lastoriadellaricercadegli zeri e riassunta nellatabella 7 successiva.

Anno Numero di zeri Autore
1903 15 Gram
1914 79 Backlund
1925 138 Hutchinson
1935 1,041 Titchmarsh
1953 1,104 Turing
1956 25,000 Lehmer
1958 35,337 Meller
1966 250,000 Lehman
1968 3,502,500 Rosser, Y ohe, Schoenfeld
1979 81,000,001 Brent
1982 200,000,001 Brent, Van de Lune, Te Riele, Winter
1983 300,000,001 Van de Lune, TeRiele
1986 1,500,000,001 Van de Lune, Te Riele, Winter
2001 10,000,000,000 Van de Lune
2004 900,000,000,000 Wedeniwski
2004 10,000,000,000,000 Gourdon en Demichel

Tabella7 - Storia degli zeri non banali

Ricordando |la funzione gamma di Eulero e che sI'(s) =I'(s+1), |’equazione funzionale
di Riemann e anche;
&(9=¢(1s) (54
doveé(s) = n%r(g)g(s) per a0
Dala(54) segue che se:
L 1.1..b
6(b) = arg(z * T(5+=ib)=3[logl'(5; +~ib)]-- logz
Allora:
Z(b) = eje‘b)g(%ﬂb) &redle (per brede). In particolare & | Z(b) = Q(%Hb) |

Per cui, risultato fondamentale, & che gli zero di Z sono la parte immaginaria degli

zeri di & sullalinea critica La Z & la funzione di Riemann-Segel. La Z fu introdotta
da Siegel, anni dopo, consultando proprio il taccuino di appunti, il “nachlass” di
Riemann. Nel nachlass, Riemann aveva introdotto un proprio metodo col quale erain
grado di calcolare con sufficiente precisione almeno i primi 10 zeri.

In realta per gli zeri non banali, avendo tutti parte reale pari a'4, cio chevariaéil
valore della parte immaginaria che viene detto altezza T.

In particolare e possibile calcolare anche il numero di zeri (della parte positiva visto
la ssmmetria) in gioco fino ad altezza T con la seguente formula di Riemann - von

Mangolt:

N(T) :;—ﬂlog(z-r—ﬂ)—;—ﬂ+0(logT) (55)
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La formula é valida anche per valori bassi, se trascuriamo inizialmente il termine
O(log T). Ad esempio per T=100, 1000 e 10000 N(T) vae 28,127 poi 647,741 e
infine 10142,090; contro i valori reali che sono 29 poi 649 e 10142.

Esiste una parte di teoria che permette di trovare il numero di zeri nella striscia
critica tra Tl e T2; mentre un’atra parte di teoria permette di trovare il numero di
zeri che sl trovano sullaretta criticatra T1 e T2. Ad esempio se chiamiamo con mil
numero di zeri nella striscia criticatra 0 e 1 dell’asse reale e con n il numero di zeri
sullaretta critica (in direzione parallela all’asse immaginario), allora se risultasse che
m = n significherebbe che la RH sarebbe vera perché tutti gli zeri della striscia critica
starebbero sulla retta critica; se invece fosse m>n alora la RH non sarebbe vera,
perché esisterebbero anche zeri nella striscia critica.

Finora questo metodo non e stato efficace per dirci qualcosa di piu. Odlyzko, come
tanti atri, sostiene che la violazione della congettura, forse, potrebbe essere a valori
di T2 molto alti che gli attuali computer non possono raggiungere. |l metodo di sopra
comunque e sotto certi aspetti ingannevole: finora indagando localmente a zone si €
trovato che m = n; tuttavia non potendo indagare oltre e sapendo che gli zeri sono
infiniti dalla dimostrazione anche di Littlewood (e addirittura esiste I’ulteriore
congettura “gli zeri non banali sono di molteplicita 1) potrebbe esistere un qualche
contro-esempio ancora non incontrato.

Questa incertezza dei matematici discende anche dal comportamento del cosiddetti
“termini periodici” di Riemann, dal risultato di Littlewood, circa il cambiamento

infinito di segno della differenza w(x) — Li(x), tenendo conto anche dei filtri di

Chebyscev. A vaori molto alti difatti il segno del termini periodici prende il
sopravvento sul logaritmo integrale e il comportamento attualmente e imprevedibile.

Spaziatura media degli zeri nella striscia critica

2

La spaziatura mediadegli zeri nellastrisciacritica edi ~ . Questo vuol dire

|09(?)
JT
cheinunintervallo unitario di retta ci sono un numero di zeri pari a

1 T 1 1 1
~—log(—) =—IlogT ———Ilog27 =—IlogT —0,29250721...
27 9(27[) 2 g 27 97 27 J

Tale valore € denominato densita degli zeri. Al cresceredi T il primo termine diventa
molto maggiore della costante che di conseguenza diventa trascurabile.

7(X) e gli zero di ¢(s)

Per comprendere |a relazione esistente tra w(X) e gli zero della funzione zeta occorre
introdurre lafunzione agradino J(x) (vedi [1] per il significato e |’uso) che conta, con
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un certo peso, numeri primi e potenze di numeri primi minori o uguali ax:

o0

J(x)=z%:z(x“) (56)

r=1
Da notare che la (56) non é una vera e propria serie, ma e costituita da un numero
finito di termini: basta ad esempio calcolare J(100) per rendersene conto. Usando la
funzione di Mobius (vedi [1] per il significato e I’uso) & possibile esprimere 7(¥) in
termini di Y,

2(X) = E@J(xﬂf) (57)

Il legame tralafunzione ¢(s) e J(x) s ricava nel seguente modo:
s(s)= H @-p9)" (58)
ng®=- 3 In@-pH= 3y SP_ p (59)

p=prime p=primes k=1

Come e ben spiegato in [1], nella (59) si e applicato I’integrazione di Newton legata
all’espressione:
1

=1+ X+ XX+
1-x

Se la precedente espressione la si integra rispetto ax e s cambia di segno per portare
il termine 1-x a numeratore si ottiene:

~log(1-x) = x+ w2y ity
2 3 4

A guesto punto la (59) e una somma infinita di somme infinite (la seconda delle quali
dovuta allo sviluppo dei logaritmi). Ora a che cosa & uguale 1/p * °? Consideriamo

I’integrale di X" Si notaalorache & % p'e= %s f x>*dx. Quindi:

s Y Y E [xrike sz Y [x+x
p=primes k=1 k pk prlme k

Rl ol o

_SZ—Z IX dx (60)
k=1 K i=1

plk

Cosa rappresenta un termine come % p'e= % s j X *dx ?

pk
E’ lastrisciadi areadellaJ(x) che parte dap® che & di altezza 1/k e che vaal’infinito;
nellafigura successivac’el’esempio relativo al termine 1/2 * 1/3°,
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25 = o

20 it

Figura 14 — J(x)
Dovendo sommare strisce di aree infiniteil risultato darebbe infinito (un NaN, quindi
non trattabile), per cui per poter comprimere tale area totale e ottenere un risultato
finito si deve operare uno “schiacciamento” che e offerto dalla stessa J(x), ovvero s

cacola il termine j J(X)x*"dx. Nella figura 15 successiva s vede che tale sistema
0

permette lo “schiacciamento” del termine della figura precedente, per cui s puo
arrivare ad un’areafinita

Hx)m=s—1 petx=1,2

02

0,15 -

0,1

0,05

%X!:x_"ld:r, pers=1,2.

Figura 15 — Schiacciamento con J(x)
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Una sommatoria di termini come quello espresso dalla (60), quindi, equivale a
Ing(s) _ " —s1
. JJ (X)xdx (61)

S vede che 'ni(s)é la trasformata di Mellin di J(x). La trasformata di Méellin

Ing(s)
S

inversada J(x) intermini di

1 c+ioo|ng(s) )
J(X)=—— | —==x"°ds. 62
(9=~ j . (62)
Inoltre e possibile esprimere la funzione zeta come se fosse una funzione intera
(ovvero definita in tutto il suo dominio complesso ma con un “trucchetto

matematico”) e quindi in funzione delle sue radici p (gli zeri non banali):

I =Li() -3 Li(¥)-In(2) +°]t(t2 d (63)

-
~1)In(t)

Dove Li(x) = ﬂéil Logaritmo integrale e 1 =1.45136... € la costante di Soldner.
5 In(u)

Il termine > Li(x") sono i cosiddetti “termini periodici” cosi come li denomino

P

Riemann. Il termine “periodico”e dovuto ala chiusura della serie attorno ad un
valore wti 0 -i .

In [1] viene mostrato il comportamento dei “termini periodici” per bass valori e con
I’ipotesi di partenza che la RH sia vera. Questa precisazione € dovuta al fatto che i
grafici ivi presentati sono una conseguenza di tutto quanto discende dalla RH.

| numeri primi pero, suddividendoli coni filtri di Chebyscev in due categorie di resto,
s nota che a cresceredi N, i due gruppi tendono a variare lentamente di numerosita,
I’uno rispetto al’altro, e quindi laloro differenza cambia di segno molte volte in vari
intervali (al’infinito).

Nella tabella successiva si riportano pochi valori di esempio e da essa si comprende
guanto sopra; infatti s nota che per un intervalo grande i numeri primi con resto 1
sono in numero inferiore a quelli con resto 3 ma che la violazione avviene poi ad un
determinato valore (p=26861).

In realta cio avvieneinfinite volte. Col filtro a2 si ottiene resto a 1 (vero anche per un
numero dispari). Con filtro a 3 le differenze sono addirittura maggiori con resti 1 e 2.
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Filtrodivisore 4
Regola:

#primirestol < #primiresto3

P

Resto 1

Resto 3

101

12

13

1009

81

87

10007

609

620

26861

violazione

Tabella 8 — Filtro di Chebyscev

Analoghe considerazioni, con lievi differenze, potrebbero essere fatte suddividendo i
numeri primi nelle due forme generatrici 6n-1 e 6n+1 (escludendo i composti eil 2 ed

il 3) con n che variadaO ainfinito.

In realta tutto cio s ripete alternativamente all’infinito anche per la differenza r(x) —
Li(x) (risultato di Littlewood) e cio influisce sui termini periodici attraverso gli zeri

non banali.

Come sia legato tutto cio non e del tutto chiaro. Sicuramente nella (63) i termini
periodici potrebbero giungere ad un valore superiore agli altri termini, causando che

le spirali in gioco, che si chiudono sempre su i e -7, diventano sempre piu grandi e

S sovrappongono, arrivando ad una situazione estremamente compl essa.

Nel seguito vengono mostrate figure, tratte da [1], relative ai termini periodici, che

evidenziano quanto detto sopra.
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Asse immaginario

p
54
40 0
=+ 10i 209
2 Li (20P)
Lo
2 0
- — — I ;
~10[1 -5 5 L]
L, 5
] .
Li(207) @
5
I ooit 20
2 B
i

La retta critica, fino alla prima coppia di zeri non banali, trasformata prima dalla fun

zione 207, poi dalla funzione Li(20%).

Li (20k-esimo zem) 4 [ § (20~ #-csimo zero)

0,1—|
A/\A/\ AP PR R

" T
\/WH IRYAR P TAA

0,2

-0,1—

calcolando i valori della funzione Li(207), e quindi sommandoli.

Li (20k-esime 2er0) 4 [ (20 k-ssimo zer)
0,02 ‘\ .
"4

0,01

Lo stesso della figura 21.5, ma con 1000 valori (e i punti non uniti).

1 p-n‘ml 50 valori ottenuti considerando uno zero non banale e il suo complesso coniugato,

10 4

5i

(\

: ; ! Asse
=1 ) 10 reale
D
s
—10i 4
Asse immaginario
104 4
®
Asse
-10 -5- 50 10 o
)
1074
Asse immaginario
Asse
reale
& k
1000
[.i[(iv'm ity per x= 10, 100 e 1000. La porzione di retta critica presa qui in considera
zione & il segmento che vada 1/2 - 5ia 1/2 + 51,

Ritornando ai legami, poiché z(x)e legataa J(x) e J(x) a sua volta agli zeri della
s(s)alorail conteggio del numeri primi dipende dagli zeri non banali della funzione

¢(s). Questo fu il risultato proposto da Riemann e dimostrato, nel 1895, da von

Mangol dt.

Figura 16 — Termini periodici di Riemann




RH1 equivalente a RH (risultato di Lagarias)

L’ipotesi di Riemann € equivalente a certe congetture legate ad altre funzioni
moltiplicative. Ad esempio chiamando con o(n)=>d la somma dei divisori di un

d\n
numero, allora e
o(n)<enininn n>5040 (64)

La(64) eil Teoremadi Robin.

Dalla (64) Lagarias ha recentemente mostrato che la RH € equivalente a provare la
seguente relazione trail “numero armonico” e lasommadel suoi divisori :

o(m<H +erlog(H,) nef1,23....} (65)

dove o(n)=>d e H .= eil numero armonico o seriearmonica di ntermini.

n
n
d\n k=1

x|

La formula di Eulero fornisce un prodotto che rappresenta la funzione zeta; pero e
possibile nella rappresentazione del prodotto coinvolgere anche gli zeri della
funzione (Hadamard) :

(In(27r)—1—y—2°)s

e S\
= e prarsig Ak ¢ (60)

Im(p)>0

Dove il prodotto € su p, le radici non banali della funzione zeta. pi, puo essere usato

per definire serie simili ala serie armonica che in quel caso sono convergenti.
Definendo z(n):==> p ", alora z(n) € convergente e Z(1) fu determinata dallo stesso
k

Riemann ed € pari a %(2+ 7, —In(4r)).

Nella RH1 s rimane stupiti della non presenza di numeri complessi o di numeri
primi, main reatail legame esiste ed € molto sottile!

E’ daosservare che

EInt :}:> H, >In(n+1)
dt t

H, diverge e cresce come In n e vale il seguente limite fondamentale :
limH_ —-Inn=y

n—o0
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dove y e la costante di Eulero Mascheroni, ritenuta sicuramente irrazionae e forse
trascendente (finora non dimostrato).

RH2 equivalente a RH (funzione di Mertens)
La RH2 contrariamente ala RH1 e direttamente connessa ai numeri primi, attraverso
lafunzione di Mobius .

In[1] si vede che se si consideral’inverso della zeta di Riemann risulta che:

1 1 1 1
) = (1—;)(1—§)(1— g)

Se s fanno tutte le combinazioni di prodotti possibili dei termini trale varie parentesi
S ottiene una somma di termini dove non sono presenti tutti i numeri naturali. In
pratica rimangono solo i numeri naturali che sono:
e il prodotto di un numero dispari (compreso 1) di numeri primi differenti e con
Segno negativo,
e il prodotto di un numero pari di numeri primi differenti e con segno positivo,

Spariscono | numeri naturali che sono divisibili per qualche numero primo al
guadrato (o potenza). Introduciamo la funzione di Mobius . definita nel seguente
modo:

e =1

e (n)=0 senedivisbile per il quadrato di un numero

e (n) =-1seneunnumero primo o il prodotto di un numero dispari di numeri

primi distinti

e p(n) =1 seneil prodotto di un numero pari di numeri primi distinti

Intal caso €:

1 s
@—Zn: g (67)

Oraintroduciamo lafunzione di Mertens M(k): essa e il valore cumulativo di z.(n):

M@9-Yuw  (68)

OralaRH2 equivalenteaRH e
M(k) = O (k"*%)  (69)

con e piccolo apiacere.

Tenendo conto della definizione della funzione O grande: alora la (69) equivale a
dire:

49



M(k) < ck*  (70)
In redtala (70) é anche esprimibile nel seguente modo:
M(k) = O (k*?In k)

Ora poiché e noto che In k cresce piu lentamente di una qualsiasi potenza (vedi
capitolo relativo a logaritmo), anche non intera, quindi con  piccolo a piacere, si

puo sostituire il termine In k con il termine k* e per laregola delle potenze con stessa
base discende la (70).

Una congettura piu debole, proposta da Derbyshire, €:
M(k) = O (k3 (71)

La(71) equivale adire:
M (k) < ck*?

Anch’essa da dimostrare. Pensiamo che, nonostante tale congettura sia piu debole,
Sig, invece, un po’ piu difficile da dimostrare (o che sia vera), perché in pratica si
afferma che il log k si deve comportare, nonostante gia i suoi grandi sforzi, proprio
come la potenza x°, il che & difficile. Sostanzialmente siamo convinti che purtroppo
M(K) # O (k*?).

L’interpretazione probabilistica di Denjoy

Denjoy propose una interpretazione statistica effettivamente valida. Ad esempio
consideriamo tutti i numeri naturali a partire da 2 e sotto ognuno scriviamo anche i
suoi fattori primi e trascuriamo tutti i numeri che hanno un fattore quadrato o potenza
e proseguiamo a segnare con T (testa) i numeri che hanno un numero pari di fattori
primi e con C (croce) quelli con numeri dispari di fattori primi.

Dalla statistica ci aspetteremmo che a tendere di N tende ad un valore grande di
numero di lanci di una moneta perfettamente equilibrata, si ottengano N/2 teste e N/2
croci ma con un errore a favore di testa o di croce (Jakob Bernoulli) che é
rappresentato circa dalla radice quadrata di N! In atri termini a crescere di N,

I>errore & minore di NY*** con = piccolo a piacere. In realta I’ipotesi della RH

potrebbe discendere anche da qua ed essere dimostrata (ma non e cosi semplice) nel
settore della probabilita.

Quello di cui sopra s potrebbe anche riassumere semplicisticamente dicendo che un
numero senza fattori primi ripetuti e una T (testa) o una C (croce) con probabilita Y.
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RH3 equivalente a RH (risultati di Von Kock)

La RH3 riportain balo, ed era questo il vero scopo di Riemann, la differenza w(x) —

Li(x) ed il suo errore assoluto e relativo. D’altra parte il logaritmo integrale si puo
espandere in serie nel seguente modo:
. X «» Kkl X X 2X
Li(X) ~—

In x <%= (In x)* - Inx+(|nx)2 +(In x)3

T (72)

Daqui :
7(X) ~ Li(X),X > o

Gia Hadamard con la dimostrazione del TNP aveva mostrato un termine d’errore tra
(X) e Li(x):

7(X) = Li(X) + O(xe 2™, x — oo
con a>0.

Nel libro di Bachmann, Von Kock esprimevatale relazione nel seguente modo:
7(x) - Li(x) < k (v'x log x) (73)

Oggi s esprime semplicemente attraverso la O grande (come visto nella RH2) nel
seguente modo:

Iv(x) - Li(x)] = O(x"*") (74)

Per comprendere come la (74) discende dalla (73) occorre ricordare i ragionamenti
precedenti della O grande, e cheil log varia piu lentamente delle potenze di x, allora
e verala seguente espressione:

log x = O (x°)

dacui per le regole delle potenze discende la (74).

Il termine d’errore di Von Kock O( Vx log x) implicail termine d’errore O(Y#") ma

non e vero il viceversa; infatti 1 due risultati non sono del tutto equivalenti: sebbene
log x cresce pitl rapidamente di qualsiasi potenza di x, questo € anche vero per (log
x)™, con N positivo.

In altri termini la (74) sarebbe vera lo stesso anche se il termine d’errore nella (73)
fosse stato del tipo O(Vx (log x)V) con N qualsiasi valore positivo. La (74) quindi &
unaforma debole della (73).
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Riguardando la (74) attraverso la (73), sono stati proposti anche dei valori di k. Nel
1976 Lowell Schoenfeld ha proposto I’equivalente della (73) con k=1/(8x) per

X>2567.

RH4 equivalente a RH (funzione ©)

Se poniamo ©(x) = X log(p) dove la sommatoria e estesa a tutti i numeri primi
minori o uguali a (x), troviamo i risultati della tabella seguente.

O(n) Vaore
6(100) 83,72
6(1000) 956,24
©6(10000) 9895,99
©6(100000) 99685,4
©6(1000000) 998484

Tabella9 - Valori di O(x)

Anchein questo caso, per stimare |’errore commesso, cioe ladifferenzatra©(x) e
X, €l vienein aiuto laRH, in un’altraequivalente formulazione, la RH4.

Dato un qualsiasi ¢ >0, esiste un intero tale che per ogni t
| e -t | < t° Nt (75)

RH5 equivalente a RH (sequenza di Farey)

Se F, elasequenza di Farey di ordine n, cheinizia con 1/n fino a /1, alora per tutti
glie>l/2e

m L .
> IR()-=FoM) (70

i=1

Allorala(76) € unaformaequivalente della RH, dove mzzn:q)(i) eil numero di

i=1

termini della sequenza di Farey di ordinen.

Per e > -1 e anche equivalente alla RH la seguente espressione:

zi”;l( F, (i)—i—mj 2 =0(n°) (77)
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RH6 equivalente a RH (teoria dei gruppi e funzione di Landau)

La RH € equivalente a certe congetture della Teoria del gruppi. Ad esempio se s
indica con g(n) il massimo ordine di elementi di un gruppo di Smmetria S,, di grado
n, nota come funzione di Landau, allorala RH e equivalente per qualchen > M

Ing(n) <+/Li™(n) (78)

RH7 equivalente a RH (Derivata della zeta di Riemann)

LaRH e equivalente al fatto che la derivata della funzione zeta di Riemann £’non ha
zeri nellastriscia 0 < Re(s) < Y.

Questo risultato € molto piu importante di quanto si pensi. Dire che { ha solo zeri non
banali sullaretta critica, mentre la{’ non ha zeri nellastriscia0 < Re(s) < %4, ci
permette di estendere la zona-libera di zeri a: 0 < Re(s) < Y2 Questo risultato e servito
a Norman Levinson per mostrare un Teorema sulla Linea critica.

Considerazioni sulle ipotesi equivalenti della RH

In realta quelle presentate sono le principali piu note, ma ne esistono altre ancora. E’
evidente che la dimostrazione di una sola delle RH equivalenti ci porterebbe ad una

conoscenza teorica maggiore e a saper prevedere il valore w(N) qualsiasi sia N e

senza conteggiare i numeri primi. A quel punto avremo la conoscenza della vera
distribuzione dei numeri primi.

Sappiamo che la (44) e il cuore di tutta la teoria e della filosofia del problema di
Riemann. Essa mette in relazione una sommatoria dell’inverso di una potenza
complessa di numeri naturali, con un prodotto di potenze di numeri primi. Di
conseguenza la (44) mette in relazione una struttura additiva nel quale s sommano
numeri positivi, incrementati di 1, ad una struttura moltiplicativa. Questo € anche il
“nocciolo” della strategia degli attacchi che s stanno sviluppando all’ipotes di
Riemann, aggirando la struttura moltiplicativa dei numeri primi con quelle additiva
del numeri naturali. Solo pensando a questo si intuisce I’importanza del problema di
Goldbach, della congettura di Polignac, di Chen e dei lavori di Vinogradov,
Lagarias, etc ed il contributo anche di vari gruppi come quello ERATOSTENE.

Finora non € stata trovata la soluzione definitiva. Probabilmente se le ipotesi
equivalenti sono troppo legate alla RH o alla stessa tecnica di soluzione ci s ritrova
di nuovo in uno stallo. In ogni caso queste non sono le uniche strade battute, molte
altre coinvolgono strumenti matematici ben piu complessi: trasformate di Fourier,
analisi probabilistiche, gli operatori di Laplace, etc che non esamineremo in questa
sede.
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Conseguenze deboli della RH (LH: I'ipotesi Lindelhof)
L’ipotesi di Lindelhof dice che per ogni £>0 €:

1 .
C(§+It)=0(ts), per t al’infinito  (79)

Se indichiamo con p, I’n-esimo numero primo, Albert Ingham mostro che I’ipotesi di
Lindelhof implicava che per £>0 ed n sufficientemente grande:

1

pn+1 pn < p2 (80)
Ma cosa afferma esattamente la LH? Se s indica un numero compl comeo +it,

laLH s chiede come, per un valore fissato o, variail modulo |{(c +it) | al variaredi t.
Meglio di tutto parlano le figure che mostriamo di seguito.

2+ i)

|23 + i) [
1000

Figura1l7 - Andamento LH (a)

[¢t=1+id| ¢l

T T T T 7 T T T T e 77
20 40 60 80 100 20 40 60 80 100

A4

T T T T Ty
20 40 e 80 100’ 20 40 60 80 100

A5

€02+ i)

g6+
2( 4‘0 ()U 30 100 ZU 40 GU 80 100

A8
Flgura 18— Andamento LH (b)
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| diagrammimostrano, ad esempio:
e in A4 ((0) |=% (per la verita &(0)= —%);

in A5 abbiamo gli zeri non banali della funzione, cioe a ts8¥2,

in A6 c’eladivergenza della serie armonica;

in A7 c’eil valore 1,644934... (soluzione della serie di Basilea)

in A8 il numero di Apéy: 1,202056...

in A2 c’e uno zero anale per t=0

in Al e A3ci sono falsi zeri: le gmossimazioni erano cosi piccalbe sono
stati registrati come zeri

L "obiettivo della LH e quello di individuare dai grafici una O grande! Dai grafici si
nota difatti che:

e Pero=-1-2-3 il grafico ha laspetto di una O (t°) oppure O®), a causa del
fatto che c’é unarapida crescita di o verso sinistralungo I’ asse negativo;

e Pers=2, 3 il grafico sembra quello di O(1) ovvero é) {pfatti le curve
oscillano al di sotto di un certo valgre
e Nella strista critica pefo=0, 2 e 1 e difficile comprendere I’andamento o dire
che O grande possa essere
La LH ipotizza chein generaleper ognic esista un valorg tale che:

|C(c+it) FO(t")  (81)
Ma che succede quando siamo nella striscia criboas0, ¥2 e 1 Attualmente la

teoria ipotizza che siafunzione dio: j1(c) dettafunzione di Lindelhgfmostrata in
figura 19.
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