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Abstract 

This work presents var ious mathemat ica l basic ideas, for the understanding of issues rela t ing to the 
Riemann hypothesis (RH), the RH s equiva len t and the GRH. This Block Notes of Math shows a lso  
subproblems of the RH, the LH hypotheses, the factor iza t ion and the main links between a ll the 
equat ions involved, th rough a gr id connect ions .

  

The authors then show how the "RSA code" can be under a t tack, where the factor iza t ion of a semipr ime 
N (N=a*b) is obtained through the Goldbach conjecture, with and a second-degree equation or through a 
second-degree equation of the type x2 = a2 mod N.  Also they show how the problem of Basel has already 
solved in closed form for N odd with the constants zeta. Then they propose a new conjecture through the 
use of average cumula t ive Mer tens funct ion  linked to the Mertens funct ion and fina lly there is the 
presenta t ion of a conjecture of how G(N), the number of solu t ions of Goldbach , and g(N), the number of 
twins pr imes, a re linked with the logar ithm in tegra l of Gauss and the RH. This conjecture is candida te 
as additional and equivalent hypothesis of the RH . 

Sommario 

Nel lavoro vengono presenta t i i va r i st rument i matemat ici e le idee di base, per la comprensione delle 
problemat iche rela t ive a lla ipotesi di Riemann (RH), a lle ipotesi equivalen t i e a lla ipotesi di Riemann 
genera lizza ta (GRH). Vengono most ra t i sot toproblemi della GRH e della RH, come l ipotesi LH, la 
fa t tor izzazione ed i pr incipali legami t ra tu t te le equazioni in gioco, a t t raverso una gr iglia delle 
connessioni. Gli au tor i successivamente most rano come il codice RSA sia a t taccabile, sfru t tando sia  la 
congettura forte di Goldbach nella fattorizzazione di un semiprimo N con un equazione di secondo grado 
(proponendone anche una genera lizzazione a m fa t tor i), sia a t t raverso una equazione di secondo grado 
del t ipo x2 = a 2 mod N. Inolt re most rano come il problema di Basilea sia già risolto in forma ch iusa per 
N dispar i con le costan t i zeta ; poi propongono una nuova conget tura in t roducendo la funzione media 
cumula t iva di Mer tens legata a lla funzione di Mer tens stessa e una funzione cor ret t r ice nell ambito 
della RH4. Infine c è la presentazione della conget tura del legame del numero di soluzioni di Goldbach 
G(N) e del numero di soluzioni dei numer i gemelli g(N) con il Logar itmo in tegra le e la RH e la 
presentazione del rela t ivo termine di er rore, candidando l espressione come ulter iore ipotesi equiva len te 
della RH.    
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Introduzione 

L ipotesi di Riemann è un argomento estremamente affascinante, non solo per chi ci 
lavora da professionista, ma anche per i tanti appassionati di matematica. Dietro a tale 
ipotesi si scoprono ogni giorno una vastità di argomenti, forse tra i più belli della 
matematica.   

L ipotesi coinvolge l aritmetica, la Teoria dei numeri, l algebra, la geometria, 
l analisi, la statistica, la probabilità, i campi finiti e infiniti, gli operatori e ogni tipo di 
campo numerico: interi, razionali e irrazionali, reali,  complessi, p-adici; si estende, 
inoltre, a problemi come la fattorizzazione, la crittografia e le curve ellittiche e poi si 
collega a problemi pratici nel campo della fisica e dei linguaggi formali (come la 
Teoria delle stringhe etc), fino ad arrivare a progetti di enorme importanza come 
quello Langlands.   

Il lavoro di Riemann, e la matematica da lui ideata a supporto della sua stessa ipotesi, 
sono stati di notevole aiuto per risolvere molti altri problemi a partire dalla 
dimostrazione del TNP. La mole di pubblicazioni e di teorie nate successivamente 
accanto all ipotesi di Riemann è di una vastità enorme.   

In Block Notes Matematico mostreremo, là dove possibile, il sentiero intrapreso 
dalle principali idee e come sono nate, facendo riflettere sull impalcatura su cui si è 
poggiata la teoria stessa; fino a far comprendere l enigma del secolo. Mostreremo gli 
strumenti necessari alla comprensione del problema, a volte in modo rigoroso e a 
volte in modo semplicistico, sia per motivi di spazio oltre che  per adeguata 
competenza su taluni argomenti molto complessi, sia per non appesantire troppo 
Block Notes Matematico e far perdere di vista il filo logico che porta a Riemann.   

Sono ovviamente consigliati ulteriori approfondimenti che possono essere fatti sia su 
articoli accademici sia su validi testi, universitari e non, per ognuno degli argomenti 
qui mostrati.   

Lo scopo di Block Notes Matematico è, quindi, divulgativo, suddiviso in capitoli, 
con la teoria strettamente necessaria; con considerazioni, calcoli e disquisizioni, a 
volte corretti e a volte come volo pindarico (non ce ne vogliate!), desideroso di 
trovare altre strade e fornire nuovi spunti, destinati sia all appassionato sia al lettore 
attento, che sa un po più di matematica. Se saremo riusciti a farvi appassionare alla 
matematica e a farvi dedicare ad un problema della Teoria dei Numeri avremmo 
raggiunto il nostro piccolo obiettivo. 
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Capitolo 1. Numeri primi e loro distribuzione  

La prima prova del fatto che esistono infiniti numeri primi fu data da Euclide nel 
terzo secolo a.C. ; mentre una maggiore comprensione sulla distribuzione dei numeri 
primi venne data nel 1896, quando Jacques Hadamard e Charles de la Valle Poussin 
indipendentemente dimostrarono il Teorema dei Numeri primi (TNP). In verità la RH 
era già stata formulata da Riemann e molti suoi strumenti matematici furono utili alla 
dimostrazione del TNP che poteva far uso di una ipotesi meno forte della RH.   

Definiamo adesso la seguente funzione a gradino, che conta i numeri primi:   

        ( ) 1
p x

x =   # di primi minori o uguali a x   (2) 

Il grafico di ( )x , per vari intervalli, è mostrato in Fig. 1. Dalla (2), sapendo che 
esistono infiniti numeri primi è:  

( )x as x      (3)  

 

Figura 1  Andamento (N) 

Il problema, postosi già all epoca di Eulero, era di trovare una formula per ottenere il 
valore ( )x , in corrispondenza di x, senza contare i numeri primi e senza dover stilare 
tabelle infinite.  

Il primo teorema dei numeri primi (TNP), fu proposto da Gauss nel 1792, che forniva 
una formula asintotica per ,x

 

e successivamente dimostrato rigorosamente da 
Hadamard e Poussin:  

( )
ln( )

x
x

x       (4) 



 

7

 
In alternativa la (4) si esprime: 

( ) ln( )
lim 1
x

x x

x

  
La (4) (vedi [1]) è una conseguenza dell osservazione di Gauss circa i dati della 
tabella 1 seguente.  

N Log N N/ (N) Errore 
% 

1000 6,9077 5,9524 16,0490

 

1000000 13,8155

 

12,7392

 

8,4487 
1000000000 20,7352

 

19,6665

 

5,3731 
1000000000000 27,6310

 

26,5901

 

3,9146 
1000000000000000 34,5387

 

33,5069

 

3,0794 
1000000000000000000

 

41,4465

 

40,4204

 

2,5386 

Tabella 1  N/ (N) 

La tabella 1 è la rappresentazione di una funzione tabellare, con  valori di ingresso e 
di uscita. L ingresso in questo caso è l argomento N mentre l uscita è il valore della 

funzione N/ (N). E un classico della matematica scoprire da una tabella di dati che 

se un argomento varia per somma costante ed il corrispondente valore funzione per 
un prodotto costante allora il tutto è indice dell esistenza di una dipendenza 
logaritmica (logaritmo naturale). Se, viceversa, N fosse aumentato come somma 

mentre N/ (N) come prodotto allora la dipendenza sarebbe stata esponenziale. Dalla 

tabella 1 si osserva proprio che al crescere dell argomento N con il prodotto di uno 

stesso fattore (1000 nell esempio), il valore funzione

 

N/ (N) cresce, invece, per 

somma costante (in questo caso di circa 7 unità) mentre l errore percentuale 
diminuisce sempre più.   

Successivamente Gauss definì la funzione Logaritmo integrale Li(x):  

2

( ) :
ln( )

x dt
Li x

t
       

L integrale parte dal valore 2 poiché il numero naturale 1 non viene considerato 
numero primo. In tal caso il TNP può essere anche riscritto nella versione evoluta: 

( ) ( )x Li x     (5) 

In altri termini si approssima (x) con l area sottesa del logaritmo integrale.  
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Figura 2  Teorema TNP  

Dalla figura 2 si vede che l errore che si ottiene con la (5) è migliore di quello 
ottenibile con la (4). Apparentemente sembra che Li(x) sia leggermente superiore ai 

valori ottenibili con (x). Ma ci renderemo conto che non è sempre così.  

Conseguenze del TNP 

Il TNP comporta almeno due conseguenze: 

 

La probabilità che N sia un numero primo è  1/log N 

 

L N-esimo numero primo è  N log N  

La prima conseguenza è giustificata dal fatto che se esistono N/log N numeri primi 
tra 1 e N, la densità media dei numeri primi è 1/log N; inoltre poiché per N alti 
l ordine di grandezza della maggior parte di essi è confrontabile con N, la densità dei 
numeri primi è proprio 1/log N.  

Con un analogo ragionamento si può stimare anche la grandezza dell N-esimo 
numero primo. Ad esempio ipotizzando un numero K grande e considerando un 
intervallo di numeri da 1 a K in cui ci sono P numeri primi, allora in media ci si può 
attendere che il primo numero primo si trovi a K/P, il secondo a 2K/P etc. e l ultimo a 
PK/P = K. Per il TPN però P = K/log K e l N-esimo numero primo è dalle parti di 
NK/P = NK/(K/log K) = N log K. Ora però K è dello stesso ordine di grandezza di N 
per cui l N-esimo numero primo è intorno a N log N.   
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Capitolo 2.  L andamento del logaritmo naturale e delle potenze  

Non abbiamo l intenzione di mostravi che cos è il logaritmo, decimale o quello 
naturale, né le regole delle potenze a cui esso è legato.  Quello che ci interessa 
mostrare è, invece, il comportamento del logaritmo naturale ln, rispetto al 
comportamento delle potenze xa. Questo tornerà utile, successivamente, quando 
parleremo della funzione O grande e delle ipotesi equivalenti di Riemann..  

 

Figura 3 

 

logaritmo vs potenze  

In Figura 3, in tratteggio c è l andamento del logaritmo naturale ln x ; mentre con 
tratto continuo c è l andamento delle potenze xa con a=0,1 , 0,2 , 0,3 , 0,4 e 0,5 
ovvero per piccoli valori di a .  

Si osservano le seguenti cose: 

 

più piccolo è il valore di a, più piatto è l andamento della potenza xa; finché ad 
a=0 l andamento diventa quello piatto massimo, cioè pari alla costante 1=x0 

 

per valori di a minori di un certo valore (in pratica 1/e) la curva del ln x 
incrocia presto la potenza xa  (mai oltre a ee) 

 

indipendentemente da quanto sia piccolo a, alla fine ln x è più piatta della 
potenza. In realtà per a < 1/e ciò è sempre vero, mentre per a > 1/e , per valori 
di x grandi, il ln x interseca di nuovo la curva xa e poi per sempre rimane più 
basso. Ad esempio se poniamo a=0,00000000001 la potenza è quasi piatta, 
corrispondente a 1 (cresce lentamente in realtà); il ln x la oltrepassa a destra di 
poco, a distanza e, diventando piatta sempre di più, incrociando la potenza e 
rimanendo per sempre sotto essa. In realtà è come se il ln x si volesse 
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comportare come x0!   

In altri termini ln x cresce molto più lentamente di una potenza x

 
, con 

 
piccolo a 

piacere, e lo stesso è vero per qualsiasi potenza del logaritmo e si potrebbe osservare 
con un grafico analogo a quello precedente.  

Logaritmo naturale, derivata  e integrale 

Supponiamo di considerare le derivate delle potenze di x ed avremo una tabella come 
quella che segue.  

Funzione x-3 x-2 x-1 x0 x1 x2 x3 

Derivata -3x-4 -2x-1 -x-2 0 1 2x 3x2 

Tabella 2  Andamento della derivata  

Ricordiamo che la derivata indica una variazione rispetto una variabile. Ad esempio 
dv/dt in fisica è la variazione della velocità, quindi l accelerazione. La derivata 
rappresenta comunque la pendenza o il gradiente (o tasso di variazione) di una curva 
in un determinato punto. Ad esempio la pendenza del ln x è sempre 1/x.  

Ora supponiamo di considerare gli integrali delle potenze di x ed avremo una tabella 
come quella che segue.  

Funzione x-3 x-2 x-1 x0 x1 x2 x3 

Integrale - ½ x-2 -x-1 Ln x x ½x2 1/3x3   1/4x4 

Tabella 3 

 

Andamento dell integrale  

Si nota di nuovo come il logaritmo si sforzi ancora a comportarsi come la potenza x0.  

Se la derivata ci indica il gradiente di una curva in un punto che ci indica l integrale? 
Semplicemente l area sottesa dalla curva.   

Gli integrali definiti, cioè definiti in un intervallo preciso della variabile, possono 
avere un intervallo limitato oppure un intervallo non limitato con almeno uno degli 
estremi è +  o - .  

Nel primo caso si ottiene certamente un area finita, nel secondo caso dipende anche 
dalla funzione che si integra. Ad esempio l integrale indefinito: 

4

2

x dx
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secondo la regola di integrazione dà luogo a: 

3 31 1 1
0 ( 2 )

3 3 242
x

  
In questo esempio otteniamo un valore reale finito.  

Gli integrali indefiniti, invece, hanno alla base un concetto diverso: sono 
sostanzialmente l operazione inversa della derivata.  

Capitolo 3. Le serie e il concetto di estensione del dominio  

Nel prosieguo incontreremo diversi tipi di serie: la serie armonica, la serie di Basilea, 
la serie della zeta di Riemann 

  

Ma cos è esattamente una serie? Cercheremo di presentarvi solo i concetti, 
demandando i volenterosi ad approfondire il rigore matematico su qualche buon testo 
scolastico o universitario. 

La serie armonica  

La serie armonica è espressa dalla formula: 

1

1

n n

 

Il simbolo 
1n

significa sommatoria dei termini 1/n per i valori di n che variano da 

1 all infinito; in altri termini è equivalente alla somma degli inversi di tutti i numeri 

Naturali (n N): 
1 1 1 1

1 ...
2 3 4 5

  

Infatti se sommiamo i termini all infinito, la serie diverge  cioè assume valore NaN 

o infinito. Approfittiamo anche per dire che  è solo una convenzione, non esiste in 

matematica un tale valore (NaN = Not is a Number).  

La prima dimostrazione della divergenza della serie armonica risale al 300 ad opera 
di Nicola di Oresme, che osservò che 1/3+1/4 è più grande di ½; lo stesso dicasi per 
1/5+1/6+1/7+1/8. In altri termini se prendiamo due termini, poi 4, poi 8, poi 16 etc.  
si trova che il valore della serie cresce sempre. Per cui è inevitabile che la serie 
armonica diverga. 
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In generale, una serie somma degli inversi dei numeri naturali è detta serie di 
Dirichlet (furono introdotte sia da Dirichlet che da Dedekind); esse sono della forma: 

31 2 ... ...
1 2 3

n
s s s s

a aa a

n

  

Se delle serie armonica (di infiniti elementi) si considerano solo n elementi, allora si 
parla di numero armonico Hn.  

Esistono solo serie divergenti? No. Esistono anche le serie convergenti e le serie 
condizionalmente convergenti.  

Una serie è convergente se la somma di tutti i suoi  infiniti termini dà un valore 
finito. In verità sarebbe bastato dire valore - senza finito - perché infinito non è un 
valore.   

Inoltre esistono anche serie che sono convergenti, solo se si rispetta l ordine di 
somma degli addendi! Ecco perché queste ultime sono dette condizionalmente 
convergenti; altrimenti sarebbe più giusto definirle assolutamente convergenti.  

Un esempio di serie assolutamente convergente potrebbe essere:  

1 1 1 1 1 1
1 ... 2

2 4 8 16 32 64

  

E una serie che a denominatore ha il doppio del termine precedente per cui è la metà 
del termine immediatamente precedente. Non è difficile comprendere che converge al 
valore 2 perché, man mano, il contributo incrementale di ogni termine si dimezza 
sempre più.   

Difatti se si rappresentano due segmenti, uno di file all altro, per rappresentare il 
valore 2 e ci si mette dal lato del primo segmento che rappresenta 1, allora ½ 
significa aggiungere mezzo segmento del secondo e otteniamo 1 1/2 (da leggere 
come 1 e mezzo). Poi aggiungere ¼ significa aggiungere a 1 ½ un mezzo segmento 
rimasto del secondo; aggiungere 1/8 significa etc.  

Vediamo, invece, l effetto gambero della seguente serie a segni alterni e con i 
denominatori che raddoppiano (simile alla precedente tranne per i segni alterni):  

1 1 1 1 1 1 2
1 ...

2 4 8 16 32 64 3

  

Se vi rappresentate il tutto con due segmenti, come fatto prima, si scopre presto che 
mettendosi alla fine del primo segmento (valore 1) si deve poi tornare indietro a 
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causa del segno negativo di ½ (ritorniamo alla metà del segmento); poi a questo 
mezzo segmento devo andare avanti di ¼ etc. Non riuscirò mai a superare i 2/3 del 
primo segmento!  

La serie a segni alterni simile a quella armonica è detta sia serie armonica a segni 

alterni che funzione 

 
(leggi eta ) di Dirichlet con s=1. La funzione 

 
di Dirichlet 

nella forma più generale è: 
11 1 ( 1)

( ) : 1 ... ...
2 3

n

s s s
s

n

  

Se s=1 allora converge a log2.  

Mengoli è noto anche per una sua serie (serie di Mengoli) che ha la seguente forma: 
1 1 1 1

... ... 1
1*2 2*3 3*4 ( 1)n n

  

La serie che, invece, faceva inorridire Abel è la serie di Grandi:  

  

Secondo Grandi ed Eulero tale serie vale ½. La giustificazione sta nel fatto che se 
poniamo s = 1 - s questo implica che s=1/2 e l equazione è soddisfatta. Secondo la 
matematica di oggi, tale serie è definita comunque divergente, perché è 0 o 1 a 
seconda se alternativamente si considera un numero pari o dispari di termini.  

Un altro concetto che vogliamo sottolineare è che le serie convergono ad un valore in 
forma chiusa, che in matematica significa che tende ad un valore preciso, un calcolo 
esatto e non approssimato come una misura. Tipicamente un valore approssimato è 
una rappresentazione in forma decimale periodica o irrazionale (con infinite cifre). 
Un valore intero o un valore frazionario (numero razionale) sono un valore esatto.  

Provate a dimostrare, col metodo sopra descritto, se le due serie che vi proponiamo 
sono convergenti o divergenti e se è vero che convergono al valore di seguito 
proposto: 

1 1 1 1 1
1 ... 1

3 9 27 81 2

    

1 1 1 1 1 1 ... ( 1) ...n
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1 1 1 1 3

1 ...
3 9 27 81 4

 
Vi diamo la risposta, non temete: sono entrambe convergenti ai valori proposti; però 
fate qualche prova anche voi! 

Le serie sono studiate nell ambito dell analisi matematica e l analisi matematica è il 
regno dello studio dei limiti, dell infinitamente grande (infinito) e dell infinitamente 
piccolo (infinitesimo), ma anche dell integrale.  

I limiti sono il cuore dell analisi; molti altri concetti analitici nascono da essi come: 

 

la derivata come limite di un rapporto incrementale 0lim x

y

x

  

le approssimazioni di un termine rispetto ad un altro 

 

l integrale come limite di una sommatoria 

 

la convergenza di una serie o di una successione 

Alle serie sono legate anche le successioni di numeri, rappresentate da un insieme di 
numeri separati da virgole e tali che ognuno di essi è ricavato da una regola. Ad 
esempio supponiamo la seguente regola: ogni numero è una frazione dove il nuovo 
denominatore è ottenuto dalla somma del numeratore e denominatore precedente e il 
nuovo numeratore è ottenuto dalla somma del numeratore e del doppio del 
denominatore . Ci rendiamo subito conto che a causa della regola anche la 
successione trova infiniti numeri. La successione è allora: 

1 3 7 17
, , , ,...

1 2 5 12

 

Dove converge la successione di sopra? In realtà stiamo parlando quindi della serie:  
1 3 7 17

... 2
1 2 5 12

 

Il limite della successione è 2 .   

Un modo per rendersene conto è considerare un numero piuttosto grande della serie, 
ricavabile con le regole di cui prima. Per evitare le radici quadrate, possiamo 
considerare il quadrato di esso, che tende a 2.  

Ad esempio il quadrato di 3363/2378 è 11309769/5654884 che fa circa 
2,00000017683827

 

Se andiamo avanti con altri numeri sempre più grandi 
aumenteranno il numero di 0 dopo la virgola.  

I tre puntini dopo il numero indicano che in realtà siamo dinnanzi ad un numero 
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irrazionale, ovvero con infinite cifre; quindi non ha senso rappresentarlo tutto e ci si 
deve accontentare di una precisione che dipende dal numero cifre rappresentato. In 
pratica approssimiamo il numero o è in forma aperta. Per i matematici questo fa 
storcere il naso: è la differenza tra calcolo e misura. Un calcolo deve essere preciso, 
possibilmente una espressione va calcolata in forma chiusa. Una misura, invece, può 
essere approssimata, visti i limiti pratici e, quindi, in forma aperta.   

Consideriamo un altra successione: 
4 8 32 128

, , , ,...
1 3 9 45

  

La regola che segue è: L N-esimo termine si ricava nel seguente modo: se N è pari 
allora si moltiplica per N/(N+1) il termine precedente; se N è dispari si multipla il 

termine precedente per (N+1)/N . Questa successione converge lentamente a .  

Una successione famosa che rappresenta la e di Nepero è la seguente: 
2 3 41 1 1

1,(1 ) , (1 ) , (1 ) ,...
2 3 4

   

Il limite di questa successione vale il numero di Nepero e=2,718281828459, o in 
alternativa si dice che la serie converge ad e. 

La serie del problema di Basilea 
La serie di Basilea è stata la porta di ingresso per la zeta di Riemann. Inizialmente il 
quesito a che valore convergesse la serie fu posto da Mengoli nel 1650. Essa, nella 
sua forma più semplice, si presenta nel seguente modo:  

  

Se proviamo a sommare, con un excel o col programma PARI, i primi 10 termini la 
somma dà 1,5497677 ; con 100 termini la somma dà 1,6349839 , con 1000 dà 
1,6439345 , con 10000 dà 1,6448340 etc. Quindi assume un numero tra 1,644 e 
1,645.  

Il problema fu affrontato da Wallis, Leibniz e i fratelli Bernoulli senza successo. Si 

2 2 2 2

1 1 1 1
1 ...

2 3 4 5

  

Una semplice osservazione (criterio del confronto) ci 
porta a dire che ogni termine essendo più grande (sono 
quadrati) di ogni termine della serie armonica, allora ci 
sono ottime speranze che la serie di Basilea converga. 
Difatti ad esempio il quadrato di ½ che fa ¼ è più 
piccolo di ½ e così via. 
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dovrà aspettare un secolo dopo ad Eulero, per ottenerne la soluzione. 
   
Il problema di Basilea fu quello di trovare una forma chiusa a tale serie con esponente 
N; cioè esaminiamo la serie generale: 

1

1
Nn n

 

ovvero: 
1 1 1 1

1 ...
2 3 4 5N N N N

  

Essa è anche denominata serie armonica generalizzata. Converge se N>1, mentre 
diverge per N 1. La divergenza è evidente per il criterio del confronto con la serie 
armonica difatti se N<1, per n 1, nN<n e quindi 1/n < 1/nN.  

A cosa converge? Eulero dimostrò, per N pari fino a N=26, i valori riportati nella 
seguente tabella 4.  

N Valore di convergenza

 

2 2/6 

4 4/90 

6 6/945 

  

Tabella 4  Valori serie di Basilea  

Eulero arrivò fino a N=26; mentre nessuno era riuscito a trovare una forma chiusa per 
N dispari (almeno fino a che non è stata studiata la zeta di Riemann, Vedi 
approfondimento Capitolo 11).   

La zeta di Riemann come funzione reale di variabile reale 
La zeta di Riemann, anch essa studiata da Eulero per numeri reali, è analoga alla 
serie di Basilea sopra. Solo che al posto di N Riemann pose s, intendendo s come 
numero complesso e quindi la studiò come funzione complessa di variabile 
complessa; ma se s ha solo parte reale allora coincidono. Nel seguito per iniziare a 
fissare le idee ipotizziamo s come variabile reale e la zeta di Riemann come funzione 
reale di variabile reale, cioè coincidente con la serie di Basilea. Un modo per 
sintetizzare la zeta di Riemann come serie è il seguente:  

1

1
( )

s
n

s
n

  

Se s=1 la serie diverge (serie armonica). Se, invece, s>1 la serie converge (serie di 
Basilea).  In realtà è solo a s=1 che diverge; se consideriamo s=1,0001 converge a 
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10000,577222  Ovvero ha un polo in s=1; si comporta come se fosse la funzione 
1/(s-1) che ad s=1 diverge.   

Se nella serie di Basilea (o zeta di Riemann di variabile reale) poniamo s=0, la  serie 
diverge ancora (perché n0= 1). Per valori negativi come s = -1 diverge ancora,  perché 
ad esempio il termine 1/2-1=2 e così otterrei la somma di tutti i numeri naturali 
1+2+3+4+ . Se s = ½, a denominatore abbiamo le radici quadrate. Ad esempio il 
termine 1/21/2  confrontiamolo con il termine ½ della serie armonica: la radice di 2 è 
maggiore di 1, mentre il termine della serie armonica è 2 e più grande della radice di 
2; ora se la serie armonica diverge, a maggior ragione diverge anche la serie con 
s=1/2. Nel campo delle variabili reali, quindi, l andamento della zeta di Riemann è 
come in Figura 4.  

 

Figura 4 

 

funzione 

  

Secondo quanto appreso si dovrebbe dire che il dominio della funzione zeta è formato 
da valori maggiori di 1.  In realtà, come vedremo in seguito, non è proprio così

 

Estensione del dominio di una funzione definita da una serie 
Consideriamo la funzione S(x), ottenuta da una serie così definita:  

0
( ) n

n
S x x

  

Essa è la serie geometrica e corrisponde a scrivere:  

2 3( ) 1 ...S x x x x

  

Se x=1/2 la serie di sopra coincide con quella vista prima:  

1 1 1 1 1 1
1 ... 2

2 4 8 16 32 64
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Per cui è: 
S(1/2)=2, S(-1/2)=2/3, perché ritorniamo alla serie con segni alterni di prima; 
S(1/3)=1 ½,  S(-1/3)=3/4, S(0)=1, S(1) diverge, S(-1) diverge.   

Con S(-1) siamo costretti a dire che diverge perché a causa dell alternanza dei segni, 
se consideriamo un numero pari di termini si ottiene zero, se consideriamo un numero 
dispari di termini si ottiene 1: non va all infinito ma neanche converge assolutamente 
per cui l indecisione tra due valori in matematica è comunque una forma di 
divergenza. S(-2)=diverge. Qui l alternanza dei segni ci porta ad una situazione 
ancora peggiore: 1-2+4-8+ e la funzione sembra andare all infinito in entrambe le 
direzioni. Tutto questo per dire che la funzione S(x) ha valori nel dominio  tra -1 e 1, 
estremi 1 e -1 esclusi, cioè [-1,1]. Per cui si può immaginare di aver completato lo 
studio della funzione S(x) e che il suo grafico sia quello in Figura 5.  


